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ABSTRACT

Nonlinear systems exhibit complex behaviors
including regular; such as exponential and
asymptotic that converge and diverge from the
equilibrium points and irregular; limit cycle and
multiple oscillations behaviors. The nonlinear
systems may also exhibit a strange behavior called
chaos that has been observed from many
engineering and physical systems. Although
studying the dynamic properties of chaotic systems
is still one of active research topics, however
controlling chaos has been received a great
interest and focused by many researches.

In this study, the state feedback linearization
method has been used to stabilize chaotic systems.
The method employed by use of Lie algebra and is
used to control a continuous chaotic system known
Genesio-Tesie system. The effective of the proposed
method is illustrated and the simulation results are
provided.

1. GIRiS

Genellikle dogrusal olmayan sistemlerin
davraniglari, denge noktalarma gore sistem
dogrusallagtirilarak bolgesel bir durum ig¢in incelenir.
Global davranis ise bu denge noktalar1 civarindaki
davranislarin birlestirilmesi ile elde edilir ve kiigiik
genlikli isaretleri i¢in incelenir. Ancak dogrusal
olmayan sistem kuraminda yapilan c¢alismalar
sonucunda boyle bir yaklasim ile sistemin global
davraniginin tam olarak anlagilamayacag1
goriilmiistiir [1].

Dogrusal olmayan sistemler, bilinen diizenli
davraniglarin yaninda, diizensiz ve oldukga karmasik
davranislar da gosterebilirler. Sistemin, girisine
herhangi bir isaret uygulanmadan sistemin kendi
dinamiginden dolay1 olusan dogrusal olmayan
davranis tiirlerinden limit ¢evirim ve ¢oklu periyotlu
osilasyonlar gosterdigi uzun yillar &ncesinden bu
yana bilinmektedir. Bu davranislar, sistemin durum

degiskenlerinin baslangic sartlarina gore duyarl
degildirler. Ornegin Van Der Pol osilatorii belirli
parametreler igin limit ¢evirim gosterdigi durumda
limit gevirimin genligi ve frekanst dogrusal
sistemlerde  oldugu  gibi  sistemin = durum
degiskenlerinin farkli baslangic sartlarina gore
degismez [2].

Son yillarda, dogrusal olmayan sistemlerde limit
¢evirimden daha karmagik olan ve belli bir frekans
bandinda etkili olan, garip “strange” olarak
adlandirillan kaotik davraniglar da gozlemlenmistir
[2]. Kaotik davranislarin temel karakteristigi sisteme
herhangi bir giris uygulanmadan, sistemin
yapisindan dolayr olugsan bir davranis tiirii olup
sistemin durum degiskenlerine karsi oldukca ¢ok
duyarlidir [2]. Kaotik davraniglar elektronik
sistemlerde, ilk olarak Japonya’da 1970’lerde
gozlemlenmis ve bu davraniglar garip “strange”
davranig olarak adlandirilmistir. Bu ¢alismadan sonra
bircok miihendislik ve doga sistemlerinde kaotik
davranislar gézlemlenmistir. Kaotik davranisin bilim
insanlarinca  gozlemlendigi ilk yillarda, kaotik
davranig gosteren sistemlerden oncelikle
kacgmilmustir. Yada sistem parametreleri
degistirilerek sistem kaotik davranig gdstermeyecek
sekilde calistirilmaya zorlanmustir [2]. Bu diisiince
kaosun kontrol edilebilecegi fikri dogurmus ve ilk
olarak kaos kontrolii Ott ve digerleri tarafindan
yapilmistir [3]. Son yillarda kontrol kuraminda
gelistirilen analiz ve kontrol yontemleri ile kaotik
sistemlerin davraniglarinin  analizi ve Kkontrolii
yapilmaktadir [4]-[11]. Bu yondeki ¢alismalar
onemli bir aragtirma alan1 haline gelmistir.

Bu caligsmada, dogrusal olmayan sistemlerin tam ya
da kismi dogrusallastirilmasi igin gelistirilen durum
geri beslemeli dogrusallastirma metodu kullanilarak
sirekli ~zamanli  kaotik  sistemlerin  kontrolii
yapilmistir. Dogrusal olmayan sistemlerin durum
geri  besleme ile  dogrusallagtirilmast  igin
kullanilabilen diferansiyel geometri, Lie algebra, ile
kaotik sistem dogrusal olmayan bir kontrol isareti ile
dogrusallagtirilmigs ve hedeflenen kapali cevirim
kutuplar1 da dogrusal denetleyici ile saglanmistir.



Uygulama olarak siirekli zamanli kaotik bir sistem
olan Genesio-Tesi sisteminin kontrolii yapilmistir.
Boliim 2°de siirekli zamanli kaotik sistemlerin temel
karakteristikleri verilmistir ve Genesio-Tesi kaotik
sisteminin dinamik davranisi 6zetlenmistir. Bolim
3’de dogrusal olmayan sistemler i¢in durum geri
beslemeli  kontrol  islenmistir. ~ Genesio-Tesi
sisteminin kaotik davraniginin kontrolii boliim 4’te
verilmigtir. Boliim 5°te ise sonuglar tartigilmistir.

2. SUREKLI ZAMANLI DOGRUSAL
OLMAYAN SISTEMLERDE KAOTIK
DAVRANISLAR

Girisi olmayan ve n tane durum degiskeni olan,
dogrusal olmayan dinamik sistemlerin matematiksel
modeli denklem (1) de verilen dogrusal olmayan
diferansiyel denklem formundadir.

x=f(x,10) )

Burada x durum degiskenlerinin tiirevi ve f, nx 1
boyutlu bir dogrusal olmayan fonksiyondur.
Denklem (1)’de verilen sistemin, segilen x, (¢ =0)

baglangic sartlari i¢in sistem ¢Oziimii x(f) nin tek
oldugu wvarsayilirsa, x(¢f)nin durum uzaymdaki
degisimi sistem yoriingesi olarak adlandirilir.

Denklem (1) de verilen sistemin yoriingesi, dogrusal
olmayan f(x,f) fonksiyonuna ve sistemin denge

noktalarma gore degisir.  f(x,¢) fonksiyonu

iizerinde herhangi bir simirlama yapilmadan denklem
(1) deki sistemin ¢oziimii:

a) Sistemin denge noktalarma gore
dogrusallagtirilarak ~ ve  denge  noktalarindaki
degisimler birlestirilerek incelenebilir. Ancak bu
¢Ozlim sistemin dinamik davranisini statiklestirir.
Sistemin dogal davranigini gostermekten uzaktir [1].
Bu ¢oziim teknigiyle diizenli davranislar, yani
asimptotik, tstel kararli veya genligi baslangic
sartina gore degisen limit ¢evirim davranislar
incelenebilir.

b) Sistemin dogrusal olmayan kismi iizerinde
herhangi bir sinirlama getirilmeden ve genellikle
niimerik olarak yapilan ¢oziimdiir. Son yillarda
niimerik analiz yontemlerindeki geligsim ve bilgisayar
programlarinin ucuzlamasindan dolayr bu metodun
etkinliginin onemi gittik¢e artmaktadir. Bu ¢oziim
teknigiyle diizenli davramiglar yaninda dogrusal
olmayan davranislar, yani genligi baslangi¢ sartinin
degerine bagli olmayan limit ¢evirim ve diizensiz
davranislar denilen kaotik davranislar da gozlenebilir
ve incelenebilir. Denklem (1) de verilen siirekli
zamanli sistemin kaotik davranig gostermesi igin
gerekli olan sartlar;

1)  En azii¢ durum degiskeni icermesi (n=3)

ii) Dogrusal olmayan f(x,¢) fonksiyonunu
icermesi gerekir.

Ancak gerekli sartlara sahip olan her sistem kaotik
davranis gostermeyebilir. Yukaridaki sartlar ile
birlikte denklem (1) de wverilen sistemin kaotik
davranig gostermesi i¢in sistem yoriingesinin
baslangic sartlarina goére duyarli olmasi yeterli
sartur. YOriingesi baglangic sartlarina gore duyarli
olan bir sistemin yoriingesinin gelecegi ve
yonlenmesi dnceden kestirilemez. Bu davranis tiiri,
denge noktasina veya belli bir ydriingeye gore
bilinen  klasik  asimptotik-diizenli =~ davranig
tiirlerinden tamamen farklidir. Ornegin orijine gore
asimptotik karali olan bir sistemin yoriingesi, farkli
baslangic sartlarindan sekil-1 de oldugu gibi
birakilirsa  sistemin iki yorlingesinin alacagi
degerler onceden kestirilebilecegi gibi iki yoriinge
arasindaki fark gittikge azalmaktadir ve sistemin
Lyapunov {istelleri negatiftir [2].
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Sekil-1 Diizenli davranis gdsteren sistemin

yoriingelerinin degisimi

Kaotik sistemde ise durum degiskenlerinin farkl
baglangic sartlarinda sistemin yoriingeleri arasinda
herhangi bir iligki olmadigi gibi iki yoriinge
arasindaki fark degiserek gelecekte nasil bir
davranis gosterecegi 6nceden kestirilemez. Sistemin
Lyapunou iistelleri pozitiftir [2], [7]. Kaotik
davranis sekil-2 de gosterildigi gibi sistem
yoriingesi  (x;,x,) durum uzay diyagraminda
kendisini farkli zamanlarda bir ¢ok konumda keser,
yani sistemin teklik ¢6ziimii kaybolur. Oysaki
diizenli davranislarda sistem ydriingesi kendisini
farkli zaman araliklarinda kesmez ancak periyodik
¢6zlim durumlarinda bir birlerine teget olur.
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Sekil-2: Sistem yoriingesinin tek baslangic sart1 icin
birden fazla noktada; (1), (2), (3) ve (4) anlarinda
kesismesi; kaotik bir sistemin yoriingesine isarettir.

2.1 Genesio-Tesi kaotik sisteminin
dinamik davranisi

Genesio ve Tesi 2. boliimdeki sartlar1 saglayan
denklem (2)’deki siirekli zamanli kaotik sistemi
onermislerdir [12],[13].

Xp =X

% =2 @)

X3 =—cx; —bx, + f(x)+ g(x)

Burada f(x)= x12

g(x) = —ax, diir. Denklem (2)’de verilen sistemin k

dogrusal olmayan eleman,

ararl denge noktast x,,; =(0,0,0) ve kararsiz denge
noktast x,,, =(c,0,0) olmak iizere iki denge noktasi

vardir. Orijindeki denge noktasinin kararli olmasi
icin sistemin dogrusal kismimin parametreleri
a,c>0 ve ab>c sartlarim saglamasi gerekir.
Denklem (2)’de verilen sistemin davranmiglar sekil-
3’de x, =(0.5,0,0) baslangi¢ sartlar1 i¢in ¢izilmistir.
Sekil-3, sistem parametreleri b=1.4, c=1 sabit ve a
degistirilerek sistem yoriingesinin x; ve x, durum
uzay formundaki degisimi elde edilmistir. Sekil-3 (a)
da gorildigi gibi a=1 segilerek sistemin
parametreleri a,c>0 ve ab>c sartint
sagladigindan ve durum degiskenlerinin baslangi¢
sartt  x, =(0.5,0,0) olarak secildiginden dolay1
sistem yoriingesi orijine gore kararlidir. Sekil-3 (a)
icin secilen sistem parametreleri ve durum
degiskenlerinin pozitif baslangi¢ degeri
Xy =(x;9 > ¢,0,0) olarak segilirse sistem yoriingesi
kararsiz olur. Sekil-3 (b)’ de ise sistem ydriingesi
a=0.5, b=1.4 ve c=1 sistem parametreleri i¢in elde
edilmis ve sistem yoriingesi, sistemin gecici rejim
yanitini  elimine edilerek durum degiskenlerinin
zaman yanitinin son yarist ¢izilmistir. Sekil-3 (b)
sistem yoriingesinin limit ¢evirim davranig gosterdigi
goriilmektedir. Sisteminin segilen bu degerleri igin
sistemin dogrusal kismi kararsizdir. Ancak sistem
yoriingesi durum degiskenlerinin

Xy = (x;9 <¢,0,0) sart1 icin iki farkl karakteristik
gosterir; birincisi durum degiskeni x,’in baslangi¢
degeri sekil-3 () deki limit ¢evirim i¢inde bir nokta
almirsa sistem yoriingesi limit ¢evirime yonlenir ve
icten bliyliyerek limit ¢evirime igten teget olur.
Durum  degiskeni x;’in  baslangic  degeri
Xy = (X9 <¢,0,0) sartin1 saglayarak limit gevirim
disinda bir deger alinirsa sistem yoriingesi sekil-3 (b)
de gosterilen limit ¢gevirime yonlenerek limit ¢evirim
iizerine distan kapanir. Sekil-3 (¢)’de sistem
parametresi ¢=0.3 icin yine sistem yoriingesi gegici
rejim elimine edilerek ¢izilmistir. Sekil-3 (c)’de
sistemin coklu periyotlu osilasyonlu bir davranig
gosterdigi goriilmektedir. Sistem parametresi a’nin
degeri biraz daha kiigiiltiiliirse bu ¢oklu periyotlu
osilasyonun periyotlari artar ve sistem yoriingesi bir
¢ok noktada bir tek baslangi¢ sarti i¢in kendisini
keser ve a=0.25 icin sekil-3 (d) deki davranisi
gosterir. Sekil-3 (d) de sistem yoriingesi Onceleri
garip davranis ve daha sonra kaotik davrams olarak
adlandirilmistir ve durum degiskenlerinin baslangig¢
degerlerine gore duyarlhidir. Sistem parametreleri
a=0.25, b=14 ve c=1 sabit tutularak sistem
yoriingesi farkli ama birbirlerine oldukc¢a yakin iki
durum degiskeni i¢in elde edilirse sistem yoriingeleri
arasindaki fark gittikce artarak gelecegi kestirilemez
bir duruma gelir.
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Sekil-3. Denklem (2)’de verilen Genesio-Tesie
sisteminin ¢=1, b=1.4 ve durum degiskenlerinin
baglangic sartlarnt  x, =(0.5,0,0) igin sistem
yoriingesinin x; ve x; durum uzay formundaki
degisimi: (a) sistem parametresi a=1 igin kararli, (b)
sistem parametresi ¢=0.5 i¢in limit ¢evirim, (c)
sistem parametresi a=0.3 igin ¢oklu periyotlu
osilasyon, (d) sistem parametresi a=0.25 i¢in kaotik
davranis.

Omegin sistemin x, durum degiskenin degisimi
baslangi¢ sartlant  x, =(0.5,0,0) i¢in xy,(f) ve
Xy =(0.50001,0,0) i¢in xy,(f) olmak iizere, iki

yoriinge arasindaki fark e=ux X,, oOlsun. Iki

y



yoriinge arasindaki fark sekil-4 te 0 < ¢ < 500
benzesim siiresi i¢in ¢izilmistir. Sekil 4 de sistemin
iki yoriingesinin baglangicta birbirine ¢ok yakin
konumda degistigi  goriilmektedir. 1ki ydriinge
arasindaki fark yaklasik olarak 0 < ¢ < 80 siire
arasinda hemen hemen ayni oldugu goriilmektedir.
Ancak zaman artik¢a sistem yoriingeleri arasindaki

fark gittikge rast gele artmaktadir.

Sekil 4’ de agik¢a goriildiigli gibi sistem yoriingeleri
arasindaki fark bazi anlarda sistem yoriingelerinin
genliklerinden de biiyilkk olmaktadir. Bu 6zellik
sistemin baslangi¢ sartlarina duyarlilik sarti olup
sadece kaotik sistemlerde goriilmektedir. Verilen
kaotik sistemin a parametresinin hangi araliginda
veya degerinde kaotik davramis gosterdigi, a’nin
degisimine gore elde edilebilecek catallasma veya
Lyapunov istel degisimi saptana bilinir [2]. Burada
amacimiz yukarda verilen sistemin secilen sistem
parametrelerinde  gosterdigi  kaotik  davranislarn
hedeflenen yoriingeye yonlendirecek ve kontrol
edecek denetleyiciyi tasarim etmektir.  Kaotik
davranis gosteren denklem (2) deki sistemin kontrolii
asagidaki bolimde verilen yontem ile yapilacaktir.

0 100 200 300 400 , 500
Sekil-4. Denklem (1)’ de wverilen
sistem parametreleri a=0.25 b=1.4 c=1 ve
birbirine ¢ok yakin iki baslangic sartlari
xo =(0.5,0,0) i¢in sistem yoriingesi xy; ve
xp =(0.50001,0,0) i¢in sistem yoriingesi xy»
arasindaki fark e=x , - x,, degisimi.

3. DOGRUSAL OLMAYAN
SISTEMLERIN GERi BESLEME iLE
DOGRUSALLASTIRILMASI

Giris vektorii g(x) ve kontrol isareti u ile birlikte
denklem (1) de verilen sistem;
x=f(x)+gxu 3
formunda olur. Bu sisteme;
i) denklem (4) tanimlanan x=0 orijine gore bdlgesel
dogrusal olamayan koordinat transformu uygulanirsa
z=T(x), T(0)=0 @)

burada T:U, — R" orijinin yakin civarinda U, da
bolgesel diffeomorphizmdir ve

i) k(0)=0, BO)#0, k:U,—>R, f:U, >R
tirevleri almabilen iki fonksiyon olmak {izere
denklem (5)’te tanimlanan dogrusal olmayan kontrol
ile denklem (6)’daki gibi dogrusal forma gelir.

Burada uy =a(x) ve u; =pf(x)v ve v kapal
cevrimli sistemin hedeflenen performansi saglayacak
sekilde tasarim edilmis dogrusal geri beslemeli
kontrol isaretidir.

. dTr . _
z=——(f+ag)°T ™ (2)
dx 6
T 1 (6)
+(——pgT (X))
dx
Yukarida belirtilen dogrusal olmayan

transformasyonun denklem (3)’teki tek girigli tek
¢ikigl sisteme uygulana bilmesi igin;

i) span{g, adfg,ad_/%g,..., ad}’-_lg} =R" ve

ii) giri§ matrisi;

G, ,= span{g,adfg,ad}g,...,ad.'}*zg}

ranki n-1 olmak {izere involutive sart1 saglanmali ve
sabit olmalidir [14].

4. UYYGULAMALAR

Denklem (2) verilen Genesio-Tesie sistemi kontrol
isareti ile birlikte asagidaki formda yazila bilinir.
Xp =X,
Xy =x3 (7)
X3 =—cx; —bx, —ax; +dx12 +u
i) Verilen sistemde g(x) involutive sartini saglar ve
g(x) sabittir.

iy ac>0 ve ab>c

_dg . df
[f,g]—dxf s
:adfg:ng—Vfg

S =V ad,g veya genel olarak

sartini ve

2
ve ad;g= Vad_,-g

Lf, ad"fl gl=ad ’f g saglamak tizere verilen sistem
i¢in;

0 0 1
span{g, adfg,ad}g}: 0 -1 a

1 —a —b-da®

Denklem (7)’de verilen sistem kontrol edilebilir
kanonik formda oldugundan dolay1 denklem (4)’deki
dogrusal olmayan koordinat dontigimi
uygulandiginda:

[zl z, 23]T:[h(x) L, h(x) L?h(x)]T

= [xl Xy X3 ]T

= R dir.



Denklem (7)deki sistem i¢in V, =0 oldugundan
h(x)=x, Leh(x) =V, [ =x;,

Lyh(x) =V o f = x5 dir,

Denklem (4)’deki tanimlanan doniisiim ile denklem
(7)’deki sistem

Z =2,

Z; =123

zy=—czy —bz, —az,4 +a’)c12 +u

formuna gelir. Denklem (5)’deki denetleyicinin
dogrusal olmayan kismi sistemi dogrusallastirmak

izere, uy = —abcl2 , ve p(x)=1 oldugundan

denetleyicinin dogrusal kismu 1, = —Kx dir.

5. SONUCLAR

Denklem (7) de verilen sistem ©=0 ve sistem
parametreleri; a =0.25,b=1.4,c=d =1 ig¢in sekil-3
(d) deki gibi kaotik davranig gdstermektedir. Burada
sistemin verilen a, b, ¢ ve d parametrelerinin
degerleri degistirmeden yukarida tanimlanan u
denetleyici ile sistemin kaotik davranigi kontrol
edilerek kapali ¢evrim sistemin orijine gore
asimptotik kararliligr saglanmistir. Bolim 4’te
belirtildigi gibi denetleyicinin dogrusal olmayan
kismi sistemin gereksinim duydugu ¢ikis1 ve
dogrusal kismi ise hedeflenen kapali ¢evirim
davranis, My = My = f1; =—5saglamak  lizere

tasarim  edilmistir. Kapali ¢evirimli  sistemin
gereksinim  duydugu geri beslemeli dogrusal

denetleyicinin ~ kazanglani K =[k, k, k;] ve

k=124, k=73.6, kx=14 dir.

2
X1
1_ i

O

-1 . .
o(a) 20 40 B0 &0

X1

0.5 .

I:I " " i

o(b) 20 40 B0 aa 100
Sekil-5. Denklem (7) de verilen sisteminin baglangi¢
sartlari x, =(0.5,0,0) olmak tizere (a) u=0 ve
a=0.25,b=1.4,c =d =1parametreleri igin kaotik

davranig, x,’in zamana gore degisimini, (b)

kontrollii sistemin durum degiskenlerinden x,’in

zamana gore degigimi.

Tasarim edilen denetleyici kaotik davranist sekil-5
(b)’deki gibi orijine getirebildigi gibi zamanla
degisen herhangi bir giris fonksiyonunu da
asimptotik olarak takip eder. Ornegin sistem girigine
r =sin2t gibi bir giris uygulandiginda sistem ¢ikis1
sekil-6’da oldugu gibi gecici rejim bittikten sonra
girig igaretini yakalar. Bu da onerilen denetleyici ile
kaotik davranis gosteren sistemin istenilen girisi
takip ettigini gostermektedir. Bdylece sistem
parametrelerini  degistirmeden kaotik  davranis
gosteren sistemin diizenli bir davranig gostermesi
saglanmis olur. Onerilen yéntemle Bolim 3 te
verilen transformasyonun uygulandig: tiim sistemlere
uygulana bilir. Bu metodun en 6nemli dezavantaji
sistem modelinin ve dogrusal elemanin tam olarak
bilinmesini gerektirdigidir.

n ; L‘l f‘% ;{ 1‘0 12
Sekil-6. Denklem (7) de verilen kontrollfi sistemin
r = sin 2¢ girisine kars1 ¢ikis yaniti.
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