gurultusuz eniyi zaman denetim probleminde
anahtarlama egrisinin - bulunmasl
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OZET

Yazida dogrusal, zamanla degismeyen sistemler
icin bilinen eniyi-zaman denetim kosullari ba-
sitlestirilmis olarak verilmekte ve ikinci dere-
ce bir sistemin anahtarlama egrisi c¢oziimsel ola-

SUMMRRY

Well known  results of deterministle time optimal
control  for a linear time-invariant system are
given in a simplified manner and the switching
curve for a second order system is obtained

rak elde edilmektedir. Bulunan egri, sisteme gii- analytically. The curve can be used as an initial
riiltiiniin karisng: durtimlarda Monte Karlo yénte- approximation in Monte Carlo method for stoehas-
mi uygulanirken baslangic egrisi olarak kullani- tic time optimal control and serve as a suboptimal
labilmekte ve eniyi-zaman ¢oziimiiniin bulunmasini solution.

kolaylastirmaktadir. UDK: 621-52
GIRIS PROBLEM TANIMI

Eniyi denetimin (optimal control) cok bilinen so- Dogrusal, zamanla degismeyen sistem

runlarindan biri de bir sistemin baslangic duru- .

mundan son durunmma en Kisa zamanda gotiiriilmek x (t) = Ax(t) + Bu(t) (D

istendigi eniyi zaman denetim (7ime-optimal con-
trol) sorunudur. Fiziksel nedenlerden dolay: de-
netim girislerinin genlikleri simirhidir ve kla-
sik degisimsel matematik kullanilamaz. Gercekte
ilk kez bu tiir problemde "bang-bang” tipi yada
bir simirdan otekine degisen denetim kullanilmis-
tir.

Soruna Pontryagin'in [1] maksimmm ilkesi (maximum
principle) yada Bellman'in [2,3] devinik program-
lamas1 (dynamic programming) ile yaklasilabilir.
Ancak bunlardan birincisinde denetim yalmizca za-
mm islevi, baska bir deyisle "acik-dongii” tipi
denetim, ikincisinde ise durum degiskenlerinin
islevi yada "kapah-dongii” tipi denetimdir. Devi-
nik programlama yontemi maksimmm ilkesi kadar ge-
nel olmasa bile giiriiltiilii eniyi-zaman denetim
problemlerinde kullanmilabilmektedir. Buma karsi-
Iik maksimmm ilkesinin bu tiir problemlere uygulan-
mas1 zordur.

Giiriiltiisiiz bir sistem icin, son duum yalmizca
bir nokta ise devinik programlama kullanilamaz,
fakat bu calismada son durum nokta degil bir cem-
berdir ve her iki yontem de uygulanabilir. ileri-
de gosterilecegi gibi cember yerine elips alimir-
sa ¢oziim biraz daha karisik olacaktir.
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seklinde tammmlanmis olsun. Burada x(t) nxl bo-
yutlu durum vektorii, u(t) mxl boyutlu uyari1 yada
giris vektorii, A ve B de nxn ve nxm boyutlarinda
degismez matrislerdir. Giris yada uyari, u(t),
sinirlt bir U kiimesi icinde parca-parca siirekli
(piece-wise continuous) olsun.

Artik problem soyle tamimlanabilir: Baslangic ko-
sulu x(t,) = Xo olan ve denetlenebilir (1) siste-
mi icin Oyle bir parca-parca siirekli denetim
u(t) £U bulunmah ki sistemi baslangic durumu

X, dan u¢ bolgesi S ye enaz zamanda getirsin;

bir baska deyisle,

tf
I—j.l-dt—tf—to

ts
en kiicikk degerde kalsin. Uyan yada denetimdeki
sinirlama fiziksel nedenlere dayanmaktadir, iis-
telik problemin tammmm sinirsiz denetimler icin
daha zordur. Alisilageldigi iizere denetim vekto-
riiniin her 6gesi icin sinirli olma yani,

Il <o.

kogsulu konursa, U kiUmesinin bir paralel yuzld
(parallelopiped) oldugu goérulir.
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Sekil 1. S u¢ bélgesi ic¢in durum ydriingesi.

Cozii .
Problemin c¢oziimii icin devinik programlama kulla-
nilarak Hamilton-Jacobi kismi tiirevsel denklemi
elde edilecektir.

Sekil 1'de gosterildigi gibi, T(x), sistemin t,
anmnda x(t,) duumundan tf aminda S bolgesinde

x(tf) duunmuma ulastigl enaz zaman olsun. Burada
T(x) denetime bagh degildir.

At saniye sonra durum vektorii x+Ax ve u¢ bolgesi

S ye ulasmak icin gerekli enaz zaman T(x+Ax) dir.

Artik T(x+Ax) uyarn1 yada denetime baghdir ciin-
Kkii Ax denetimin bir islevidir. Bellman'in ilkesi-
ne gore eger T(x), x duwumundan S bolgesine ulas-
mak icin gecen enaz (minimum) zaman ise, U(t) de-
netimi x + Ax durumundan S ye ulasmayr enaz yapa-
cak sekilde secilmelidir:

T(x) = At + min T(x + Ax) 5
ueU (2)

T(x) isglevinin birinci kismi tilirevleri varsa,

T(x + Ax) = T(X) (3)

+n1 8T(x)/3xi Ax, + O(AX)
i=1

olarak yazilabilir. Burada 0(Axf), Axi'in

lim O(A)/A, =0, i=1,2,...,n.

Ax G 0
kosulunu saglayan yiiksek dereceli terimlerini

kapsamaktadir.

x£(t+ At) icin Taylor acimim kullanilirsa:

xj(t+A48) = x. (1) + (1) At+O(A1),

yada

bx, = iie.r.+ 0AD) , i=1,2,...,n

i
elde edilir.
(1) denkleminde

n m
k. = I &..%X, + I b, i=1,2,...,n
i nqy 13 j ka1 ik

yazilabildigine gore son iki denklemi (3) denkle-
mine ve onu da (2) denklemine koyup basitlestir-
me yapilirsa
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n n
0=At+min J 3T(x)/3x. (] .. x.
welU  i=1 B it S

m
+ | b ) At+0(At)
k=l 1K K

bulunur. Denklemin her iki yam At ile boliiniip
At sifira yaklastirilirsa, (4) ile verilen Hamil-
ton-Jacobi kismi tiirevsel denklemi bulunur:

Hamilton-Jacobi denklemi

n n
0= 1+min )} 3T(x)/3x. ( £ a..x
wel  i=1 =1 '
m (4)
£ 7b.
k=1 - \
v [aT/ox, 3T/3xJ
e 3T/3x=
n

- x

o7
<x,y> i=l

~

tanimlar1 yardimiyla

0- 1+mn OT(x)/3x , Ax+Bu>
ueU

seklinde yazilabilir. Eger c¢oziim olabilecek dene-
timlerin kiimesi kiip olursa, U ={u| |ujj < 1},
Hamilton-Jacobi denkleminin ¢oziimii

n
u. = -sgn ) 3T/3x. b., k=1,2 .. . m
T i=1 X 1k

yada vektor denklem olarak

u = -sgn B'3T/3x (5)

seklinde c¢ikar. Burada sgn ile tammlanan islev,
isaret yada yon islevidir ve

+1 ,>0
={ 0 =0

S X

g -l x<0

ile verilir. En iyi denetim bu durumda bir sinir-
dan dtekine atlayan "bang-bang" adi verilebilen
denetim olmaktadir.

u(t) denetimi bir boyutlu (skalar) ise (4) denk-
leminin ¢ézimi ig¢in u(t), ya +1 yada -1 olarak

(X, Yo)

CiXe.yp)

-l'k-:/t

Sekil 2. Eliptik uc bolgesi icin durum yoriingesi.
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Sekil 3.

alinir ve sinir kosullari olarak xeS ic¢in T(x)=0
egitlikleri kullanilir. Bulunan ¢dzUmler durum
uzayinda ancak belirli bodlgeler ig¢in geg¢erli olur
ve bu bdlgeleri ayiran anahtarlama egrisi (5)
denkleminde

B'3T(x)/8x = 0

alinarak elde edilir. T(x) anahtarlama egrisi
Uzerinde surekli oldugu ig¢in bulunan bu ¢dzum,
durum uzayinda daha genig bdlgeler igin ¢dzlim el-
de etmede kullanilir. Bundan sonraki bdélumde veri-
len kolay bir 6rnek gimdiyedek anlatilanlari daha
iyi aydinlatacaktir.

Ornek

Durum denklemleri

X o 1" X 1]

I
+*
[ =1

d/dt (6)

vl o of Iy] |2

olarak yazilabilen ikinci dereceden bir sistemi
ele alalim. Sekil 2'de gbsterildigi gibi eliptik
u¢ bdlgesi ig¢in anahtarlama edrisi elde edilecek-
tir.

Verilen sistem i¢in (4) denklemi

0=1+min [ 8T/9x y + 8T/3y u ]
uelU

durumuna gelir. Parantez ic¢indeki terimin minimum
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Cesitli b degerleri i¢in anahtarlama edrileri.

olmasi igin
u = -sgn 3T/3y (7)

olmasi gerekir. (5) denkleminde x,y,u yerine si-
rasiyla -x, -y, -u kondugunda egsitlik korundugu
i¢in ¢6zUm bakigsimlidir (simetrik), dolayisiyla
valnizca 3T/3y> 0 durumunu incelemek yeterlidir.
Bu durumda, (7) denkleminden u= -1 bulunur ve (4)

denklemi
0- 1+3T/3xy - 3T/3y (8)
olur. (8) denkleminin ¢bzUmi ise [4]

dx/y = dy/-1 = dT/-1
olarak bulunur. Birinci egitlikten

2+ y22 mey, (9)
ve ikinci esitlikten

T(x,y) =vy-c, (10)
elde edilir. (9) denklemi durum degigkenleri x ve
v nin izleyecekleri yorungeyi, (10) denklemi de
minimum zamani verirler, c” ve c, dedigmezleri

sinir kogullari kullanilarak bulunurlar. Ug¢ bdl-
gesi elips oldugundan
(x,y) e s= { x,y | x'+y"/b" < 1}

igin T(x,y) =0 dir. Ug¢ bdlgesinde C(x, ,y,) nokta-
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sinda hem (9) denklemi, hem de u¢ bdlgesi denkle- I
mi saglanacagindan,

2 1 2
= + =
QTN T2 Y

ve 2
=1
Dl2

olacaktir. Bu iki denklemden, Vi
y, = {-gz- {1/6°-(2x+y’-b?) }* + 2x +y’- 2/b’ ¢

olarak bulunur. (10) denklemine de sinir kosulu

uygulanirsa:

T(x,.,y) =y,~¢, =0
ve

C, =Y,

elde edilir.

A = |1/b> - 2xHyrB))I ve B = 2x+y> -2/b’

olarak tanimlanirsa
B=b’-1/b>-A’
olur ve (10) denklemi

T(xy) -y- 1L"<2/b)A+b2- 1/b7-A%" (11)

denklemine dontsiir. Anahtarlama egrisi’
3T(x,y)/3y =0

kosulu ile bulunacag: icin (11) denkleminin kismi
tirevi alinip, sifira esitlendiginde

~(1-bA) y/A =b [ Q2/PA +b> - 1/b> - A’ Jl

olur. Her iki yanin karesi alinip basitlestirilir
ve A nin tanimindan y c¢ekilerek yukarida yerine
konursa

A= [<b"-2b°x +1) + b’ (b"-2b’x + 1)*]
/b(1-2b’x)
bulunur. Gene A nin tanimiyla karsilastirildiginda

y= l:—8b"<x3 + (40" + 8b*)x> + (2b"-2)x-2b°

S2b7-2(b" - 20X+ DO - 26X + 1) | L

/(1-2b°x) (12)
»
elde edilir. Daha o6nce de belirtildigi gibi edri
bakigimlidir ve Sekil 3'de b nin c¢esitli degerle-
ri i¢in ¢izilmistir. Burada vurgulanmasi gereken
bir nokta yukaridaki 6rnekte yoringelerin ug¢ bol-
gesini kestigi durumlar ig¢in minimum zaman
T(x,y) bulundugudur. CozuUmu daha genellegtirmek
ve yoringelerin anahtarlama edrisini kestigi du-
rumlari da incelemek ig¢in, T(x,y)'nin anahtarla-
ma egrisi Uzerindeki degeri bilinmeli ve bu prob-
lemi yeniden ¢6zmek i¢in sinir kogulu olarak kul-
lanilmalidir. Yukarida yapilan o6rnek icin buna
gerek yoktur, ¢uUnkd anahtarlama edrileri tam ola-
rak bulunmustur.

Buylik x degerleri ig¢in (12) denkleminde payin sa-
dece ilk iki terimi alinabilir ve
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y = i.f—Sb'V + (4b" + 8b%)x’] */(1 - 2b’x)

olarak yazilabilir. Pay paydaya bollintrse

y = f£2x + b+ (I+1/b") /x+(3/4b + 1/26%)

N
olur ve gene bluyluk x degerleri ig¢in, ilk iki te-
rimin yetecegi varsayilirsa
L= [-2x4b] ¢
yada
x+y'/2 =b/2 (13)

¢ikar ki bu da anahtarlama edrisinin yaklasik gos-
terimidir. (13) denklemi, (12) den daha énemlidir,
¢unkd daha basittir ve alteniyi (suboptimal) anah-
tarlama edrisi olarak kullanilir.

Eger b= 1 alinirsa,
ge denklemi

u¢ bdlgesi c¢ember olur; yorun-

y =[-8+ 12X -4 -2(1-2x+ 1)(1-2x+1;i]i
/ (1-2x)
ve minimum zaman da

Txy) = Y—L[2 {20-x-y*/2 } —2(1—X—y2/2§

sekline doénusir ki kaynak [5] ile ayni sonug¢lara
varilir. T(x,y) nin bulunmasindaki ayrintilara bu-
rada girilmemigtir.

SONUC

Gurtltltsltiz eniyi zaman denetim probleminin tam ¢&-
zimi elde edilmigtir. Anahtarlama edrisinin basit-
lestirilmis bir yaklasimi sisteme gurtltl eklendi-
gindeki ¢ozumi bulmak ig¢in baslangi¢ edrisi ola-
rak kullanilabilir. Ozellikle Monte Karlo y&nte-

minde, ¢O6zUm aramay1l kisaltmaya yardim eder.
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