OLU ZAMANLI SISTEMLERIN PADE ACILIMLARI KULLANARAK
KATSAYI DIYAGRAM YONTEMI (KDY) iLE KONTROLU
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ABSTRACT

Coefficient diagram method (CDM) is a controller
design method for linear time invariant systems and
also can be used for systems with dead-time. To
apply conventional design methods one needs to
approximate dead-time transfer function by a
rational function. In this paper dead-time is
approximated with by a high order Padé
approximation and the controller is designed by
conventional CDM.

1. GIRIS

Endiistri uygulamalarin ¢gogunda 6lii zaman igeren
elemanlar bulunur. Katsayr Diyagram Yontemi
(KDY) kontrol sistemlerinde kontrolor tasarlamak
icin gelistirilmis analitik bir yontemdir ve o6li
zamanlt sistemlere de uygulanabilir. Katsay1
diyagram yonteminin olugmasi uzun yillar almasina
ragmen ilk kez Shunji Manabe tarafindan etkin bir
sekilde kullanilmustir [4,5]. Manabe’nin tasarlamis
oldugu kontroldrle asimsiz bir sistem yaniti elde
edilir. Ayrica sistemin istenilen zamanda yerlesimi,
dayanikli olmasi ve bozucu etkisinin hizlica
giderilir [1,7].

Olii zamanli sistemlerde mevcut kontrol tasarim
yontemlerinin ortak noktasi, 6lii zamanin rasyonel

polinomlar bicimde  yazilmasi ve biline gelen
tasartm  yontemlerinin  uygulanmasidir.  Olii
zamanin rasyonel polinom bigiminde yazilmasinin
en yaygin yontemi ise Padé yaklagimidir.

Bu calismada 6lii zamanin farkli mertebelerde Padé
acilimi  yapilarak katsayr diyagram yOntemi
tizerindeki etkileri gosterilecektir.

2. KATSAYI DIiYAGRAM YONTEMI
(KDY)

Birgok uygulamalarinda kontrol edilen sistemlerin
kararl1, asimsiz, dayanikli, bozuculardan
etkilenmeyen ve oOngoriilen bir zamanda sistemin
yerlesmesi istenir. Shunji Manabe tarafindan
gelistirilen katsayr diyagram yontemi sayesinde
analitik olarak tasarlanan sistemler bu dzelliklerin
hepsini tasir. Ayrica tasarim yoOntemi kolay
uygulanabilmesi yontemin kullanabilirligini artirir.

2.1 KDY KONTROL SISTEM YAPISI

Tek giris tek-cikish bir sistem icin katsay1 diyagram
yontemi standart blok diyagrami Sekil 1’de
gosterilmistir.
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Sekil 1 - KDY kontrol sistemine iliskin temel blok
diyagrami

Burada () kontrol sisteminin referans girisini,
y(t) eikismi, u(¢) kontrol isaretini, g(¢) sisteme
etkiyen bozucu isaretini, e(¢) hata isaretini ve son
olarak m(t) ise geri besleme bozucusunu ifade
eder. Sekil 1 den goriilecegi gibi katsay1 diyagram
yontemiyle olusturulan kontroloriin 3 temel blogu
vardir. A(s) kontrolor transfer fonksiyonunun
paydasmi, F(s) referans pay ve B(s) ise geri
besleme pay polinomunu ifade etmektedir. G(s)
kontrol  edilmesi  istenen  sistem transfer
fonksiyonudur ve

N(s)

G(s) = — (1)

D(s)
seklinde ifade edilir. N(s) sistemin transfer
fonksiyonunun pay polinomu, D(s) ise payda
polinomudur. Sekil 1° den yola c¢ikarak kapali
cevrim karakteristik denklemi P(s), Y(s) ve U(s)
hesaplanirsa

P(s)= A(s)D(s)+ B(s)N(s) = zn: as'

i=0

ayrica,
_A(s)N(s) F(s)N(s) _ B(s)N(s)

Y(s)= P(s) O(s) + P(s) R(s) PGs) M(s)
_F(s)D(s) _ B(s)N(s) _ B(s)D(s)

U(s)= P(s) R(s) P(s) o(s) P(s) M(s)

bi¢iminde elde edilir.

2.2 HEDEFLENEN KARAKTERISTIK
POLINOM VE TASARIM
PARAMETRELERI

Katsay1 diyagram yontemine baglamadan &nce
sistem dinamigini ve yerlesme siiresini etkileyen
tasarim parametrelerin belirlenmesi gerekmektedir.
Bu parametreler 7 esdeger zaman sabiti, -,

kararlilik indeksi ve ~; kararlilik smir indeksidir ve

i=l-(n-1)y, =y, =%©(2a)

=4 (2b)

. 1 1
v, =—+— (2¢)
Vi Vin

bi¢iminde tanimlanir.

Katsay1r  diyagram  yonteminde  hedeflenen
karakteristik  polinomu tasarim parametreleri
tarafindan tanimlanir. Boylelikle sistemin nasil bir
dinamik gosterecegi onceden belirlenmis olur. Bu
durumda P(s) karakteristik polinomu tasarim
parametreler cinsinden

P =a, 1S ([ +a+1] @

i=2 =1 Viej
bigimindedir.
2.3 KATSAYI DIYAGRAMI (KD)

Katsay1 Diyagrami (KD), Bode benzeri bir grafiktir.
Fakat katsay1 diyagramindan sistemin kararliligi,
yerlesme suresi ve dayaniklilifi hakkinda bilgi
alindigindan daha detayl bir grafiktir. Diyagramin
sol eksende P(s) karakteristik polinom, A(s) ve B(s)
kontrolor polinom katsayilart ve sag eksende de
sistem parametrelerinin  bir diizlem {izerinde
gosterilmesiyle olusur [4].

2.4 TASARIM PARAMETRELERI

Kararlilik indeksi ve kararlilik

Kontrolorlii  bir  sistemin, kapali  ¢evrimli
karakteristik polinomu Hurwitz kararliligina sahip
olmalidir [3,4,5].

KDY Routh-Hurwitz kriterine ek olarak Lipatov-
Sokolov kriterini de biinyesine dahil etmistir [5].

Lipatov-Sokolov  kriterine gore kararlilik ve
kararsizlik  igin  gerekli  kosullar  asagida
gosterilmistir [1,7].

1. Kararsizlik icin zorunluluk kosullari:
Kosul a: Performans parametreleri cinsinden ifade
edilirse;

Yy <1 di igin i =2,3..n—1 (4a)
olarak tanimlanir. Bu kosul, 3. mertebeden kismi
polinomlar cinsinden

a,_,a; <a;,,a,, Jiigini=23.n—1 (4b)

bigiminde de ifade edilebilir.



2. Kararlilik icin zorunluluk kosullari.
Kosul a: Kararlilik sinir kosulu diye ifade edilir.
Performans parametreleri cinsinden

v, >2.1505 Vi igin, i=2,3..n-1 (5a)

seklinde tanimlanir ve 3. mertebeden kismi

polinomlar cinsinden
aa, ,>2.1505.a,,a, , Vi i¢in, i=2,3..n-1

(5b)
elde edilir.

Kosul b: Performans parametreleri cinsinden

v, >1.1236.y, Vi igin, i =2,3..n—2 (6a)
seklinde ifade edilir. 4.mertebeden kismi
polinomlar cinsinden ise

a, > 1.1236.[ai+2 Ly a,, %iv1 ]

i+l a;,

Vi igin, i =2,3..n-1 (6b)

Istenen karakteristik polinomu elde etmek icin,
kararlilik kosullarindan ilki smir kosulu olarak
degerlendirilebilir. Bu degerlerin nasil elde edildigi
ve Lipatov-Sokolov kriteri hakkinda daha genis
bilgi [1,3,7,8]" de mevcuttur.

Standart Manabe Bi¢cimi

Shunji Manabe tarafindan genellestirilen kararlilik
indeksleri ile hem sistemin asimsiz bir cevap elde
edilir hem de diger standart kararlilik indeks
bicimlerinden daha kolay akilda kalabilmektedir.
KDY yontemi icin onerilen standart bigim

71:2'5’ j/n—1~7/2:2 (7)
bi¢imindedir.

Tasarim Prosediirii

Tasarima ilk once parametrelerin belirlenmesiyle
baglanir. Kararlilik indekslerinin standart manabe

bigiminde segilmesinden sonra 7 yerlesme zaman
icin esdeger zaman sabitinin =T, /(2.5—3)
bi¢iminde se¢ilmektedir.

Burada iki farkli yerden elde hedeflenen
karakteristik polinom ve kapali cevrimden elde
edilen karakteristik denklemin birbirine esitlenerek
diaphontine esitligi olusturulur.

P(s) = A(s)D(s)+ B(s)N(s) = Xn: a,s'
R

:a()

{z’l:(ﬁ%)(n)" ] +7s+1

=2 j=1 ’yi.j

buradan da bu esitlik matris haline getirilirse
A(s) =D 1s" ve B(s) =D ks’
i=0 i=0
olmak iizere

l.
[C]rxr|: l :| = [ai ]rx (9)
ki rxl 1

bi¢iminde Slvester bigimine doniistiiriiliir.

F referans pay1 ise

3
N(s)

denkleminden hesaplanabilir.

(10)

5=0

¥; kararhlik indeks standart Manabe bi¢imi

kullanilabilir fakat elde edilen sonuglar istenildigi
diizeyde degilse bu indeks degerleriyle oynama
yapilarak sistem dinamigiyle oynanabilir [1].

3. OLU ZAMAN YAKLASIMLARI

Bir sistemde 6lii zaman bulunmasi halinde transfer
fonksiyonunda e ™ seklinde bir {istel fonksiyon
goriiliir. Bu durumda sisteme herhangi bir kararlilik
analizi Routh kriterleri, kok-yer metodu.. vs
yapabilmesi icin transfer fonksiyonundaki {istel
fonksiyon rasyonel polinomlar big¢iminde ifade
edilir. Bu yaklasimlar arasinda en ¢ok kullanilan ve
bilinen Padé yaklagimidir.

3.1 PADE YAKLASIMI

Herhangi bir fonksiyonun (R,,) Padé metodu

kullanarak rasyonel bir fonksiyon bi¢iminde
yazabilmek i¢in 6nce s=0 da fonksiyonun ve
tiirevinin siirekli olmas1 gerekmektedir

an

Pn(s)=p0+pls+p2s2+...+pns” (12)
0, (s):1+qls+qzsz+...+qms'" (13)

Yaklagik  olarak  ifade  edilecek  F(s)

fonksiyonunun Taylor agilimi
F(s)za,+as+a,s’+..+a;s" +.. (14)



seklindedir. F(s)=R,, (s) yada

F(s)-R,,(s)= (15)

diger bir degisle
F(s5)Q, (s)=P.(s)=Z(s) (16)

iligkisi olusturulur. Buradan

Z(s): i cjsj=0+0s+0s2+...+c

J=n+m+1

n+m+1S

Esitligin sag tarafindaki seri agilimimin en diisiik
indeksi n+m+1 dir. Ciinkii ilk n+m terim F(s)
ve R, (s)’ in esit oldugundan sifirlanacaktir. Eger

seriler acilirsa asagidaki n+m+1 adet lineer
denklem elde edilir.

a,—p,=0

qa,+a,—p, =0

9,0y +qia, +a, = p, =0 (17)
q;a,+q,a, +q,a, +a;— p,; =0

qmanfm + qulanfmﬂ tot an - pn = O
Ve

qmanfmﬂ + qulanferZ tot qlan + anH = O

qmanﬂn+2 + qularknw} +..+ qlanfl + an+2 = 0 (1 8)
qman + qulanﬂ +..+ qlanﬂnfl + an+m = 0
Yukaridaki denklemleri ¢ozmek igin dnce denklem
(19) dan ¢,,q,,...,q, bilinmeyenleri daha sonra
denklem (18) den p,,p,,...,p, bilinmeyenleri

bulunur. Son olarak da (12) numarali denklem
olusur.

4. OLU ZAMANLI SISTEMLER ICIN
KATSAYI DIiYAGRAM
YONTEMININ UYGULANMASI

Eger sistem Olii zaman igeriyorsa, yani sistem
transfer fonksiyonu

=D

(19)

n Rn,n (S)
1 2—s
2+
5 12—6s+s°
12+ 65+
3 120-60s +12s* —5°
120+ 60s+12s* +5°
4 1680-840s+180s>-20s> +s*
1680+840s+180s?+20s’ +s*
5 30240-15120s+3360s>-420s°+30s" -8’
30240+15120s+3360s>+420s°+30s* +s°

Tablo 2 — 1 sn. lik 6lii zamamn farkli mertebeden
Pade yaklasimlar

bicimindeyse, 6ncelikle 6lii zaman e kisim 3 de
anlatildig1 gibi Padé yaklasimi yapilarak rasyonel
polinomlar bi¢iminde yazilir (# > m igin).

s _P(s) p,s"+ p,S" "+ ps+p,
- - -1
Qn (S) qnsn +qnflsn +"'+qls+q0

Yapilan bu yaklagim yiiziinden sistem transfer
fonksiyonu degismektedir. Sistemin mertebesi
yapilan yaklasim mertebesine gore artmaktadir.
Fakat tasarim yonteminde degisiklik olmayacaktir.
Degisen kisim ise A(s), B(s) ve P(s) mertebelerinin
n mertebe kadar artmasidir. Mertebenin artmasi
kullanilan kararlilik indeks sayismi artirmakta ve
ayrica denklem (9) ¢odziilmesini zorlastirmaktadir.

Olii zaman iceren sistemler icin KDY uygularken
esdeger zaman sabitinin se¢cimi de Onemli
olmaktadir. Yerlesme siiresi 6li zamana dikkate
almarak secilmelidir. Yerlesme siiresinin  6li
zamana yakin segildiginde kontrol isaretinin biiyiik
degerler almaktadir.

5. TASARIM ORNEKLERI

Bu bolimde oOli zamanli 2 ayr1 sistem ele
almacaktir. Olii zamanm farkli Padé acilimlart
sonucunda ortaya ¢ikan sistem igin katsayi
diyagram yontemi kullanilarak kontrolor
tasarlanacaktir. Ayrica kontrolor tasarimi yapilan
sistemlere sirasiyla basamak bi¢iminde bozucu ve
sinusoidal bi¢gimde bozucu olmak iizere 2 farkli
bigimdeki bozucu etkisi incelenecektir.

Ornek 1

Uciincii dereceden kararli ve Isaniye 6lii zaman
igeren bir sistem ele alalim.

1 s
G(S):(s+1)(s+2)(s+3)e ' (20)




Sistemin 3 kokii de s-yar1 diizlemin sol yarisinda
kalmaktadir. Bundan dolay1 da kararlidir. Sistemin
6 saniyede oturmasini ve asim yapmamasini
istensin. Benzetim sirasinda sisteme ayrica =10 sn.
de g¢(t)=1 bigiminde basamak bozucusu

uygulansin.
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Sekil2a. Tablo 1 de goriilen 6lii zamanin 4.
mertebeye kadar acarak yapilan yaklasim sonucu
ornek 1 i¢in yapilan kontroldr tasarimin y(t) kapali
¢evrim sistem yaniti
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Sekil2b. Sekil 2a da bulunan kapali gevrim sistem
yanitinin kesimi
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Sekil2c. u(t) kontrol isareti
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Sekil2d. Sekil2¢ de bulunan kontrol isaretinin
kesimi

Belirtilen baslangi¢ kosullaria iligkin 6ncelikle
karalilik indekslerini denklem (8) deki gibi standart
Manabe bigiminde alalim. ikinci olarak sistemin 6
saniyede oturmasi istendigi ig¢in ve sistemde 1
saniyelik 6lii zaman bulundugu i¢in esdeger zaman
sabitini 7 = 2 olacaktir. Yapilan benzetim sonuglari
Sekil 2 de goriilmektedir.

Ornek 2

Ugiincii dereceden kararli ve Isaniye 6lii zaman
igeren bir sistem ele alalim.

1

(s)(s+1)(s+2)eﬂ' @D

G(s):

Sistemin 6 saniyede oturmasint  ve asim
yapmamasini istensin. Benzetim sirasinda sisteme
ayrica (=10 sn. de ¢q(¢)=sin(¢) bigiminde
siniisoidal bozucu uygulansin.

0 3 10 15 20
t

Sekil3a. Tablo 1 de goriilen 6lii zamanin 4.
mertebeye kadar agarak yapilan yaklagim sonucu
ornek 2 icin yapilan kontroldr tasarimin y(t) kapali
¢evrim sistem yaniti
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Sekil3b. Sekil 3a da bulunan kapali ¢evrim sistem
yanitinin kesimi
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Sekil 3d. Sekil3c¢ de bulunan kontrol isaretinin
yakinlagtirilmis kesimi

Siniis  bozucusu etkiledigi i¢in  baglangi¢
kosullarinda degisme olacaktir[7]. Bu kosullar
altinda katsayr diyagram yontemiyle tasarlanan
kontroloriin  birim basamak sistem yanit1 ve
kontroldr isareti sekil 3 de goriilmektedir.

6. SONUCLAR

Uygulama sonuglarinda da goriildiigii gibi, katsay1
diyagrami yontemiyle olusturulan kontroldrler
sayesinde sistemin dngoriilen zamanda yerlestigi ve
kapali ¢evrim sistem yanitinin asimsiz oldugu
goriiliir. Ayrica bozucunun etkisinden dolay1 olusan

asim ise kisa siire icersinde giderilir ve sistem yine
kararl1 bir hale gelir.

Kontrol isareti ve kapali c¢evrim sistem yaniti
degerlendirildiginde,  6lii =~ zamanmn  yiiksek
mertebeden Padé yaklagimi yapildiginda KDY ile
tasarlanan Kkontrolorlerin bozucu etkisini ¢abuk
etkisizlestizi ve  bununla  birlikte  kontrol
isaretindeki ani sigramalarin da azaldig1 goriiliir.
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