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ABSTRACT

This paper demonstrates the observer design for a
Partial Differential Equation (PDE) system named 1D
Burgers equation. The design is based on the reduced
order model presented in the accompanying paper
[1]. A finite dimensional observer is designed for the
finite dimensional plant model, and it is shown that
there is a tight connection between the reduced order
model and the observer in the sense of Lyapunov. The
tests are performed on the infinite dimensional system
and the results obtained have demonstrated that the
observer performs well under several implementation
challenges.

1. GIRIS
Uzayda siireklilik arzeden sistemlerin geribeslemeli

kontrolii son yillarda énem kazanmis konulardandir.
Burgers denklemi de bu agidan nonlineer dogasi ve

basitligi dolayisiyla tasarimcilarin ilgisini
cekmektedir. Denklem (1) ile wverilen Kismi
Diferansiyel Denklem (KDD) sisteminin (2)

denkleminde verilen sonlu boyutlu Adi Diferansiyel
Denklem (ADD) modeline nasil doniistiiriilebilecegi
[1] referansinda tartisilmaktadir. Bu bildiri Burgers
denkleminin ADD modeli kullanilarak gelistirilen bir
gbzleyicinin  performansim1  ele alir. Asagida
xeQ:=[0,1] uzaysal domeni temsil etmektedir.
Baslangi¢ kosullar1 u(x,0) = 0 VxeQ ile verilmekte,
smir kosullart ise u(0,¢) = yo(£), u(1,£) = y1(¢) olup yo(?)
ve v,(f) serbestce secilebilen smir uyartilaridir. e=p=1
bilinen siire¢ parametreleridir.
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indirgenmis modelin ¢ikis1 ise u(x,t)=2i:1ai(t)¢i(x)

ile verilmektedir, [1].

Buna gore, ikinci bolimde gozleyici tasarimi, liglincii
bolimde indirgenmis gozleyici ve sonsuz boyutlu
gozleyici arasindaki iligki, dordiincii boliimde
simiilasyon c¢alismasi ve son olarak bildirinin
sonuglart yer alacaktir.

2. KDD GOZLEYICININ TASARIMI

(1) denklemi ile verilen KDD’i (3) denklemindeki gibi
yeniden yazalim.

Uy = c(X)yg + Elyy — ity 3)

Teorem: Burgers denklemi i¢in (3) denklemi ile
verilen sonsuz boyutlu gozleyici K € R i¢in (x,f) €
[0,1]x[0,00) domeninde evrensel iistel ve kararli bir
gozleyici teskil eder,

Ve =c(X)yg + &V — vy + K(u—v)- 3)

ispat: Asagidaki Lyapunov fonksiyonu adaymi goz
oOniine alalim
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s:=u - v olsun. Buna gore,
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Yukarida goriinen integral terimleri ayr1 ayri
hesaplayalim. s(1,f) = u(1,f) — v(1,f) = 0 oldugu ve
s(0,8) = u(0,f) - v(0,£) = 0 oldugu gbzoniine alinirsa (6)
denkleminde goriilen ilk integral (7) deklemindeki
gibi bir terime donisiir,
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(6) denkleminde goriilen ikinci integral i¢in asagidaki
diizenleme yapilabilir:
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Buna gore, §(0,7):=u”(0,)—v>(0,t) =0, benzer sekilde

seklinde yeni bir degisken tanimlayalim.

3(L1)=u*(1,¢)—v?(1,¢) =0 olacaktir. (8) denkleminde-

ki integrandin I" ise gosterilmesi ve (6) denkleminin
diizenlenmesi bize (9) denklemini verecektir,
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Yukaridaki sonuca gore, u(x,0) ile v(x,0) arasindaki
farktan bagimsiz olarak V,(f) asimptotik olarak sifira
yaklasacaktir. Diger bir deyisle, zaman sonsuza
giderken v(x,f)—>u(x,f) yaklasmasi iistel olarak
gerceklesecektir. Bir sonraki kisimda (3) ile verilen
gozleyicinin indirgenmis formu ve bunun anlami
lizerinde durulacaktir.

3. INDIRGENMIS GOZLEYICIi VE
SONSUZ BOYUTLU GOZLEYIcCi

Denklem (3) ile verilen gdzleyici bir KDD oldugu igin
sonlu boyutta durum vektoriiniin elde edilmesini
saglamaz. Su haliyle sistem de gozleyci de sonsuz
bouyttadir ve amacimiz sonlu boyutta bir durum
vektorii elde edebilmektir. Buna gore (2) denklemine
bakarak, esdeger gozleyiciyi (10) denkleminde verilen
bigcimde elde ederiz.
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Burada, ¢ikis denklemi v(x’t):z{‘:ll Bi(6)¢,(x) oldugu
0 W)= () ) < s, il verl

mekte, x,, ise geribeslemenin alindig1 dlglim noktasini
temsil etmektedir. Bu verilere dayanarak, indirgenmis
modelin gergek sistemi kusursuz temsil ettigi
varsayimi altinda agagidaki denklik elde edilir.
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Burada J' ;¢i(x)¢j(x)dx:5ij dir ve &; Kronecker

deltasin1 gostermektedir.

Yukaridaki sonucun yorumu sOyledir: indirgenmis
model i¢in tasarlanan gozleyici sonsuz boyutlu
sistemin segilen bir x,, noktasindan alinan geribesleme
ile segilen M adet baskin durum degiskenini
Lyapunov anlaminda kararli bir bi¢imde temin
edecek, kontrol sistemi tasarimi yapilacak ise bu
durum degiskenleri kullanilabilecektir.

Bu asamada yapilan varsayima geri donmekte fayda
vardir. UOA kullanarak model indirgeme isleminde
temel varsayim —yukarida da verildigi gibi-
indirgenmis modelin gergek sistem cevabini kusursuz
gerceklestirebildigidir. Bu ise KDD ¢dziimiiniin
uyumlu kiplerden miitesekkil oldugu varsayimini ve



ayrisimda elde edilen tekil degerlerin birbirlerinden
farkli olduguna isaret eder, [1-3]. Bu sartlar altinda
elde edilen indirgenmis modelin ve buna bagli olarak
tiretilen gozleyicinin kesinsizlik igermesi kaginilmaz
bir sonu¢ olmakla birlikte uygulanan prosediiriin
amaci ile de geliski igerisinde degildir. Bir sonraki
kisimda simiilasyon sonuglari verilecek, gozleyicinin
performansi degerlendirilecektir.

4. SIMULASYON CALISMASI

Bir dnceki kisimda (12) denklemi ile verilen gozleyici
ifadesinde K bir sabit, a—fise M x 1 vektordiir. Pratik
acidan bakildiginda (4) denklemindeki u — v teriminin
her x degeri i¢in temin edilemeyecegi agiktir.
Dolayisiyla, o&lglimii tek noktadan yapalim ve
geribeslemenin alinacagi dlgiim noktasimi x,, ile
gosterelim. (12) denkleminin her iki tarafimi

\P(xm )T = (¢1(xm) ¢2(xm) ¢l(xm )) ile (;arplllrsa
(12) denklemindeki ADD’in her bir satirmma K(u—v)
terimi gelecektir ve uygulamada gozleyici asagidaki
yapiya kavusacaktir. Bu yapinin (12) denkleminde
verilen gozleyiciye esdeger oldugu unutulmamalidir.
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Burada K'= (K K K)T dir.

Simiilasyonlarda [1] referansinda verilen degerlerden
farkli olarak K = 20, T =4 sn ve x,, = 0.5 secilmis ve
Sekil 1 deki sistem gerceklenmistir.
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Sekil-1. Indirgenmis model ile gozleyicinin

dogrulanmasi

Simiilasyonlarda vy,(¢) giiriiltii, y;(f) = 0.1sin(27¢) ve
v4(f) = sin(2mt(2-)) secilmistir. Ayni girisler gozleyi-
ciye giriiltii eklenerek girilmis, giiriiltii sinyalleri i¢in
le-5 diizeyinde varyans Ongoriilmiistiir. Benzer bir
senaryo, indirgenmis modelden elde edilen u ¢ikist
icin de uygulanmig, gozleyicinin degisik kanallar
yoluyla sinyalleri bozan etmenlere karsi davranigi
incelenmistir.

Gozleyicinin uygulanmasinda bir diger husus da
sistemin (ya da gozleyicinin) durum vektdriiniin
sifirdan farkli baslangi¢ degerlerinde olabilecegidir.
Verilen teorem ve ispat geregi, gozleyici bu
durumlarda da istenen durum degiskenlerini kararli ve
giirbliz bir bi¢imde temin edebilmelidir. Bu sebeple
BO) = [0.002 -0.001 0.001 -0.0001 -0.0001]"
secilmistir.

Sekil 2’de elde edilen sonuglar goriilmektedir. Sol
siitunda M = 5 adet durum degiskeninin indirgenmis
modelden ve karsi diisen gozleyiciden elde edilmis
degerleri ¢+ > 0.08 saniye i¢in goriilmektedir. Her bir
durum degiskeninin algak ve yliksek frekans ihtiva

eden yerel bolgelerde hassas bir bigimde
gerceklestirilebilmesi  dikkat  g¢ekilmesi  gereken
hususlardandir.

Sifirdan farkli baslangi¢ kosullarinin etkisi dolayisiyla
ilk 0.08 saniyelik siirede hizli fakat yakinsak
salmimlar gerceklesmektedir. Bu salinimlart  ve
yakinsaklig1 daha iyi gorebilmek i¢in Sekil 1’in sag
siitununda a—f degerleri ilk 0.08 saniye i¢in verilmis
ve her bir hata teriminin hizla sifira eristigi
gozlemlenmistir. Bu denemeler birgok farkli baslangig
kosullar1 ve giiriilti seviyeleri i¢in denenmis,
tamaminda basarili sonuglar elde edilmistir. Burada
secilen degerler gorselligi on plana ¢ikarmak maksadi
da tasimaktadir.

Simiilasyonlarm ikinci kisminda  Sekil 1’deki
diyagram tekrar olusturulmus ancak indirgenmis ADD
model yerine (1) denklemi ile verilen KDD
Matlab/Simulink®  ortaminda  gomiili  olarak
gerceklestirilmistir. Bu kisima iliskin sonuglar Sekil 3
ve Sekil 4’te verilmistir. Tasarlanan gozleyici kararli
bir bicimde KDD nin x = 0.5 noktasindan elde edilen
cikis (u(x,,f)) degerini izlemis, bu esnada dominant
durum degiskenlerini basarili bir bigimde iiretmistir.
Bu kisim i¢in de farkli ¢alisma kosullar1 gézoniine
alinmis ve basarili sonuglar elde edilmistir.

5. SONUCLAR

Bu caligmada bir boyutlu Burges denklemi ile tasvir
edilen dinamik i¢in gozleyici tasarimi ele alinmustir.
Gozleyici tasarimi ADD sistemleri i¢in iyi formiile
edilmig bir kavram olmakla birlikte, sistem bir KDD
ise her zaman sonug¢ verecek yontem olarak kabul
edilebilecek bir yontem mevcut degildir. Bu
calismada Lyapunov kararlilik yaklagimi ile siirdan
ve domenden wuyarilan Burgers denklemi igin
giiriiltiili kosullar altinda indirgenmis bir gdzleyici
tasarlanmis ve benzetimler araciligi ile gozleyicinin
kullanilabilirligi  gosterilmistir. Sunulan yaklagim
ADD yapisinda bir gozleyici vermekte, bu gozleyici
KDD yapisindaki muadiline Lyapunov anlaminda
esdeger olmaktadir.
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Sekil-2. indirgenmis gozleyicinin kipleri gerceklemesi ve baslangic anindaki yakisak salinimlar
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Sekil-3. Ust satir: Domenden uygulanan (y,(¢)) uyarti sinyali, Orta satir: KDD ¢dziiciiniin ve gozleyicinin
x = 0.5 noktasinda iirettikleri u (kalin, KDD’den) ve v (beyaz, gozleyiciden) degerleri, Alt satir: u ve v degerleri
arasindaki fark. Sol siitunda ¢ > 0.02 sn. degerleri, sag siitunda ise baslangi¢ dinamigini gérebilmek i¢in ¢ < 0.02
sn. degerleri gosterilmistir.
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Sekil-4. Gozleyicinin KDD ile kullanildiginda durum degiskenlerinin zamanla degisimi. Sol siitunda # > 0.02 sn.
degerleri, sag siitunda ise baglangi¢c dinamigini gorebilmek igin # < 0.02 sn. degerleri gdsterilmistir.



