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Bu yazda c¢izge kuraminin diger  kavramlar
verilerek temel konutlar ve ©6rii ¢oziimlemesi-
nin ana ilkeleri ortaya konmustur.
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SUMMARY

Further properties and the fundamentat pos-
tulat es of graph theory are stated and the
main analysis procedure for networks is outli-
ned.

4. DUZLEMSEL CiZGELER VE IKILEMLIK

Cizgelerin Ozelliklerine gore ayrimlari yapildi-
ginda diizlemsellik 6nemli bir etken olarak or-
taya ¢ikmaktadir.

Tanmm 4.1

Bir diizleme, cizgileri diigiimlerden bagka yer-
lerde ¢akismadan cizilebilen ¢izgelere «diizlem-
sel» cizgeler denir.

(2 (b)

Sekil 4.1.

Yurdakul Ceyhun, Y. Prof. Dr., Elektrik Miihendisligi Bo-
liimii, Ortadogu Teknik Universitesi, Ankara

Bu yazimin birinci béliimii dergimizin 205-206. Sayisinda

(sayfa 47-58) cikmisti.
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Sekil 4.1a'da 3-boyutlu wuzaya ¢izilmis cizge,
Sekil 4.1b'de ¢izgileri diigiimlerden baska yer-
lerde ¢akigmadan 2-boyutlu uzaya, diizleme,
yeniden cizilebilmistir. Dolayist ile bu bir diiz-
lemsel cizgedir.

Tanmm 4.2

Kertesi kesinlikle iki olan v, diigiimu, eger e,
ve e, cizgilerinin ortak cakistiklar1 tek dugum
ise, bu cizgiler «ardil baghdirlar».

v,
¢, ¢

Sekil 4.2.

Sekil 4.2 .de ardil baglanmig iki cizgi goriil-
mektedir.

Tanmm 43

V,, V,, V,, V, V. diye adlandiracagimiz bes dii-
giimden olusan bir digim kiimesi diigiinelim.
Eger bu kiimedeki her diigiim ciftinin arasin-
da bir cizgi ya da ardil baglanmis cizgiler var-

1




sa buna «Birinci Tiir Kuratovvski Cizgesi»> (KI)
denir.

Tamm 4.4

1- Y2, V, ve V,, V, V, diye adlandirilan dii-
giimlerden olusan iki ayr1 digiim kiimesi dii-
siinelim. Eger bu kiimelerden her birinin dii-
gimii digerinin biitlin diiglimlerine bir ya da
ardil cizgilerle baglanmisg ise buna «ikinci Tir
KuratOA'ski Cizgesi» (K2) denir.

Vy Vo v, Vs
-~ v
] 1 Vg
VE‘\W\,@,
Vi, Vg V3
{a) (b)

Seldl 43.

Sekil 4.3a ve 4.3b'de, sirastyla, Ki ve K2 igin
birer 6rnek verilmistir. Simdi bir cizgenin diiz-
lemselligini saptiyan ana tanitlanmasi bu ya-
z1 dizisinin cok Otesinde olan bir teoremi su-
nacagiz.

Teorem 4.1

Bir ¢izgenin diizlemsel olabilmesi igin gerek
ve yeter kosul, hi¢c bir tiir Kuratowski cizge-
sinin bu cizgenin bir altgizgesi olmamasidir.

Diizlemsellik kavraminin ve Teorem 4.1'in il-
ging bir uygulamasi olarak su bulmacayi dusii-
nelim. Sekil 4.4a'da gosterildigi gibi yanyana
li¢ evde (A, B, C) ii¢ diisman kisi oturuyorlar.
Her birinin evinin karsisinda birer kuyu var
(1, 2, 3). Her biri bu ii¢ kuyuya birbirleri ile
kesismeyen birer yol yapmak istiyorlar. Aca-
ba bu sorunun ¢oziimi var midir?

Sekil 4.4a, 44b deki gibi yeniden cizilirse bu-
nun bir ikinci tiir Kuratovvski ¢izgesi oldugu
goriliir. Demek ki bu bulmacanin da ¢6ziimi
yoktur.

Diizlemsel cizgelerin 6nemli bir 6zelligi de ve-
rilen bir diizlemsel cizgeye ikilem olan diger
bir cizgenin var olusudur. ikilem cizgenin ta
nimi1 soylece verilebilir.

Tanmm 4.5

Cizgileri arasinda bire bir karsitlik olan G, ve
G, cizgelerini dustinelim. H, G"n gelisi giizel
bir altcizgesi olsun. H, in Gj deki tiimler alt-
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(b)
Sekil 4.4.
cizgesinin G, deki karsitina H, diyelim. r, ve

R, swrastyla H, ve G, nin asamalar1 ve n, de
G, in sifirhgr olsun. Secilebilecek her H, igin

r,= R, —n, (4.1)

baglantis1 saglaniyor ise, G, ve G, birbirlerinin
«ikilemleridir».

Sekil 4.5.
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Teorem 4.2

Her diizlemsel ¢izgenin birik bir ikilemi vardir.
Bu teoremin de tanitini vermiyerek, ikilem
cizgenin elde edilmesi i¢in kolaylikla uygula-
nabilir bir yol gosterecegiz. Sekil 4.5'de goste-
rilen ¢izgeyi diisiinelim. A, B ve C ile adlan-
diracagimiz birer diigimii, (a, b, d), (b, c, e)
ve (d, e, f, g) cizgileri ile tanimlanan birer ka-
pali bolgeye (goz) yerlestirelim. Diger bir dii-
gim D ise dig bolgeye konsun. A ve D diigiim-
lerinin kondugu bolgeleri ayiran a cizgisini ke-
serek bu iki digiimi birlestiren cizgiye a' diye-
lim. Bu yolu izliyerek A, B, C ve D deki her
diigiim ¢iftini, verilen ¢izgenin cizgilerini yal-
niz birer kez keserek yeni cizgilerle birlestire-
lim. Elde edilecek ve diiglimleri A, B, C ve D
olan bu yeni c¢izge (G,) Gj in ikilemidir. G, ve
G, cizgelerinin ikilemlikleri Tanim 4.5'in uygu-
alinmast ile kolayca goriilebilir. G, deki cizgile-
rin yonlendirilmesi ise sOyle yapilabilir. V dii-
gimiiniin kondugu bdlgeyi tanimlayan cizge-
lerden birinin (e) yonii Vye goOre saat donme
yoniinde (tersi) ise e c¢izgisini kesen e' ¢izgisi
V digiimiinden uzaklasiyordur (diglimiine ge-
liyordur).

Birbirlerinin iklemi olan G, ve G, cizgelerini
diisiinelim. Kolaylikla gorilir ki, G, de bir
agac (tumleragac) olusturan cizgilerin G, deki
karsitlart bir tiimleragac (agac) olusturmak-
tadir. Bu go6zlenimin sonucu olarak asagidaki
teorem verilebilir.

Teorem 4.3

Diizlemsel bir cizgenin cevre ve kesitleme
matrisleri, bu cizgenin ikileminde sirasiyla ke-
sitleme ve g¢evre matrislerine doniistirler.

Ornek olarak Bigim 4.5 deki G, ve G, gizgele-
P
rini distinelim G, in g¢akisim matrisi ft.

a b ¢ d e f g
v I 1 1.0 0 0 0
~ \4 —1 0—1 0 1 0
m = Vi 0—1 0 1—1 0 0 (4.2)
\ 0 -1 0 1 0 1
vé 0 0 0 0-1—
o~
dir. G, nin cakistm matrisi TC, i*°
a b' ¢ d e F ¢
A —1 1 0 I 0 0 O
- B 0—1 1 0 1 0 0
m - e 0 0 0—1—1—1 1 |43
D I 0—1 0 0 1 —1

dir. (a, b, e, f) Gj cizgesinde secilen bir agac
olsun. Bu agaca gore B,

a b [¢ d g
d —1 1 0 0 1 0 o

B, = ¢ 0—1 I 0 0 1 0 (4.4)
g -1 0 I —1 0 0 1

olarak bulunur. G, deki bu agaca karsit G, de-
ki agac (d', e', g') cizgilerinden olusur. Boylelik-
le G, deki Far

a b ¢ F d e ¢

a' 1 0 0 o 1 0o 1

B, = Db’ 0 1 0 o0-—1 1 0
Yo 0o 0 1 0 0—1—i | &3

F 0o 0 O 1 0 0 1

dir. Benzer islemler kesitleme demklennleri igin
yapildiginda,

>

Il
-0 o
coo —~ ®
co—o o
oO—o0 O o

A~

a =110 0 10 o0
Ay = © 0 — 1100710 (4.7)
g | =~1 0 1=1 o0

oldugu goriiliir. Buradan bir genelleme yapil-
diginda birbirlerine ikilem olan cizgeler icin

B, = Ax (4.8)
ve
A —R 49}

bulunur. ilging bir sorun da ikilem - gizgelerin

——t
cakisim matrisleri 1t1. 7J/Z arasinda bir iligki bu-
lunup bulunamiyacagidir ki bu sorunu dusii-
nilmek tizere okuyucuya birakacagiz.

5. ORULERE UYGULAMA VE TEMEL KO-
NUTLAR

Simdiye dek yalnizca cizgelerden soz ettik ve
bunlari olusturan ¢izgilere bir anlam verme-
dik. Rasgele 6gelerden olusan bir orii disiliniir-
sek, bu ogelerin uglarina iligkin tanimliyacagi-
miz cizgilerden olusan bir ¢izge bu oriliniin do-
kusunu simgesel olarak ortaya koyacaktir, Or-
negin Sekil 5.1a daki elektriksel oOrtyl diisii-
nelim. Oriideki 6gelerin uclarina iliskin ka-

143




pilan birer cizgi ile gosterecek olursak oOrii-
niin dokusunu tanimliyacak ¢izge kolaylikla

AR 1:n
LT
(@

a

(b)
Sekli 5.1.

ortaya cikar. (Sekil 5.1b). Elde edilen cizgede-
ki her bir cizgiye iliskin iki degisken (bu oOr-
nekte akim ve gerilim) tanimliyahm. X geri-
limler ve Y akimlar olsun. Bu durumda,

Konut 1 BX =0 GB.1)
Konut 2 AY =0 - (52)
Bu konutlara sirasiyla ¢evre ve kesitleme ko-
nutlar1 diyecegiz. Basgka bir deyisle, cizgedeki
her cevre ve kesitleme igin, sirasiyla, gerilim
ve akimlarin cebirsel toplamlar1 6zdes olarak
sifirdir. Cizgede secilen bir agaca gore yalniz-
ca temel c¢evre ve kesitlemeler dislinildigiin-

de
(B, U] rl "J o (5.3)
Y,
- 5.4
[U AJ [Yc ] 0 (5.4)

bulunur. Burada b ve c altsimgeleri sirasiyla
dal ve Kkirigleri tanimlamaktadir.

ve

oyle ise,

Y, = -A,Y, (5.5)
ve

X, = -B,X, (5.6)

elde edilir. Denklem (5.5) ve (5.6) dan yapila-
cak gozlem asagidaki teoremde oldugu gibi
Ozetlenebilir.

Teorem 5.1

Cizgesinde e kadar c¢izgi olan bir orliniin top-
lam 2e kadar bilinmiyenini ¢ézmek icin en ¢ok
e kadarinin bilinmesi gereklidir.
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Tamt

Denklem (5.5) ve (5.6) dan sirasiyla biitiin ki-
rig akimlar1 ve dal gerilimlerinin bilinmesi ile,
orideki diger bilinmiyenler olan dal akim ve ki-
rig gerilimlerinin birik olarak bulunabilecegi g6-
ruflr.

Diger bir gbzlem ise sOylece Ozetlenebilir.

Teorem 52

Rasgele bir oriideki akim (Y) ve gerilim (X)
degiskenleri arasindaki

XY = YIX =0 5.7
iligkisi her zaman gecerlidir.

Tamt
Denklem (5.3) ve (5.4) den

XYy = X: Y, + X' Y,
Denklem (5.5) ve (5.6) dan,
XY = -X," A, Y.-X* B] Y,

Gecgen yazidaki teorem 3.3 lin denklem (3.21)
inden

A, = -Bj

kullanildiginda Teorem 5.2 kanitlanmis olur.

6. UC DENKLEMLERININ KULLANILISI

Teorem 5.1'de Oriiye iligkin 2e kadar bilinmi-
yenin en cok e kadarinin bilinmesinin ye-
terli olacagr gosterilmisti. Oysa her cizgiye
iligkin iki degiskenin arasinda genellikle bir
bagint1 olacaktir, 6rnegin (n+1) uglu bir 6ge-
nin n kadar bagimsiz kapisina iligkin n kadar
cizgide tanimlanan 2n degisken birbirlerine
n+1 uglu 6genin «u¢ denklemleri» diye adlan-
dirdigimiz bir denklem dizisi ile baghdirlar.
Bu denklemler Laplace uzayinda

TX, ()1 _|"H, () H,(s) LTY, ()T
[Y,OI"m,® 170 J [x,(J
(6.1)

olarak yazilabilirler. Denklem (6.1) de tanim-
lanan 6genin ug¢ gerilim ve akimlar1 sirasiyla,

_ X (s |
X (s) = (6.2)
Ly )
r Y,(> 1
LY(s) J

olsun. Denklem (5.5)'den goriilir ki, kiris akim-
lar1 dilendigi gibi secilseler bile bu secim birik
dal akimlar1 tanimlamaktadir. Ya da denklem
(5.6) incelendiginde dal gerilimlerinin dilendi-

ve

Y (s) = (63)
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gi gibi secilmesi yine birik kiris gerilimlerini
vermektedir. Beri yandan denklem (6.1), H, (s)
ler ne olursa olsun rasgele verilen Yj (s) ve
X, (s) icin birik X, (s) ve Y, (s) tamimlamak-
tadir, igte bu gozlemlerden elde edilen sonug
Xj (s) ve Y, (s) e karsit olan cizgilerin sirasty-
la agac ve tlimler agacta olmalarini Onerir, tik
bakista tersmis gibi gelen bu yargiya biraz da-
ha yakindan bakalim. Denklem (6.1) deki Y, (s)
ve X, (s) Oriyl stren bagimsiz kaynaklar ola-
bilir, dolayis1 ile X! (s) ve Y, (s) her tiir ko-
suldan uzak yalnizca ug¢ denklemleri ile tanim-
lanmig olur. Bagka bir deyisle bunlar, bir yer-
de gelisi glizel secilebilen degiskenler olarak
diisintilmelidirler. Dolayis1 ile, X! (s) in cizgi-
leri agacta, Y, (s) in cizgileri ise tliimleragac-
ta olmalidir. Iste u¢ denklemleri, ve agaca ilis-
kin yukarda yaptigimiz irdeleme sonucu, bu-
lunmasi gerekli bilinmiyenlerin sayis1 genellik-
le e den az olacaktir, 6rnegin, 2 uclu R, L ve
C ogelerinden olugsmug devreler i¢in bu sayi
bagimsiz kaynaklar disindaki aga¢c ya da tiim-
leragactaki c¢izgilerin tiimiine esittir.
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Yazida gecen bazi terimlerin Ingilizce karsi-

Iiklar :

Altsimge — Subscript
Ardil Baglanti — Series Connection
Bolge — Region
Cizge — Graph
Cizgi (Ayrit) — Edge
Doku — Topology
Diizlemsel — Planar
Goz —  Window
ikilem — Dual

ori — Network
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