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ABSTRACT

This paper presents the low dimensional modeling of
the Burgers equation, which is a one-dimensional
nonlinear Partial Differential Equation (PDE). The
spatial continuity, nonlinearity and the availability of
space-continuous and boundary excitations are the
difficulties assciated with the problem. The motivation
of carrying out such a study is to demonstrate that a
numerical technique can be utilized for reconstructing
the essential behavior of the PDE dynamics. The
simulations justify the theoretical claims of the paper.

1. GIRIS

Termal difiizyon, sivi ve gazlarin akisi, elastisite gibi
bir¢ok fiziksel olay Kismi Diferansiyel Denklemlerle
(KDD) ifade edilmekte ve olay uzayda siirekli bir
domen iizerinde cereyan etmektedir. Domen
igerisindeki davranig KDD tarafindan belirlenmekte,
sinir  kosullar1 ise haricen uygulanarak KDD
¢ozlimiine etki etmektedir. Bazi uygulamalarda KDD
ile tasvir edilen bir sistemin kontrolii istenmekte ve
baz1 performans Olgiitlerinin 6nceden belirlenen bazi
uzaysal koordinatlarda gozlenmesi istenmektedir. Bu
durumlarda klasik kontrol kuramiin yontemlerini
kullanmak sistem modeli KDD oldugu i¢in ¢ok
zorlagmakta, sistemin Adi Diferansiye Denklemlerle
(ADD) ifade edilen indirgenmis bir modeline ihtiyag
duyulmaktadir. Bir fiziksel 1s1 taginim ortaminin belli
bir noktasindaki sicakligin istenen bir profili izlemesi
[1]; bir areodinamik sistemin belli bir noktasindaki
basing degisimlerinin algak geciren nitelikte olmasi
[2]; veya biikiilebilen bir Euler-Bernoulli ¢ubugunun
belli bir noktasindaki titresimlerin istenen 6zellikleri
saglamasi [3], bu alanda wverilebilecek tipik
Orneklerdendir.

Bu bildiride Burgers denklemi ile ifade edilen
dinamige model indirgeme yolu ile ADD modeli
gelistirilmektedir. Burger denklemi Navier-Stokes
denklemleri ile ayni tipte nonlineer terim
icermektedir. Bu sebeple Burgers denklemi model
indirgemede yontem gelistirmek igin iyi bir Ornek
teskil etmektedir.

Burgers denklemi ge¢miste modelleme ve sinirdan
kontrol amaglar1 igin kullanilmis, basarili sonuglar
elde edilmistir, [4-6]. Bu ¢alismada kullanilan
modelde, KDD igerisinde agik¢a var olan uyarti terimi
eklenmig, bu terimle sinir uyartilarinin bir arada
oldugu durumlarda indirgenmis modelin performansi
degerlendirilmstir.

Bildirinin genel diizeni su sekildedir: 2. bdliimde
Uyumlu Ortogonal Ayrisim (UOA) teknigi anlatilmis,
3. boliimde modelleme islemi, 4. boliimde simiilasyon
sonuglar1 ve son bliimde ¢alismanin genel bulgular: ve
degerlendirmeler sunulmustur.

2. UYUMLU ORTOGONAL AYRISIM

ajy (1) ap (1)
ax (1) ax (1)
verilen zamanla degisen elemanlari olsun. A(?)
matrisinin bir ¢ = ¢, anindaki dl¢iimiine bir enstantane
denir. K kiimesi, A(f) matrisinin N adet (t1,t,...,ty
anlarinda) Ol¢imini  igersin, ve K kiimesinin
elemanlar1 arasinda i¢ ¢carpim operatorii asagidaki gibi
tanimlansin,

Bir A matrisinin A(t):{ } seklinde

<A(tp)’A(tq )>Q =

=|~

DD Al Aty - (1)
i=1j=1

Gortildigli  iizere, i¢ carpim operatori, iki
enstantanenin eleman elemana ¢arpimdan elde edilen
matrisin elemanlar1 toplaminin N degerine bolimiidiir.
Q ise i¢ carpim isleminin gerceklestirildigi matris
elemanlar1 kiimesini temsil eder. Burada 4 matrisinin,
belirli bir satir-siitun boyutunda olmasi zorunlulugu

yoktur. Buna gore UOA algoritmast asagidaki
bigimde tanimlanabilir.
Adm 1. L, =(A(@,).At;)ao ile tanimlanan

korelasyon matrisi hesaplanir. Bu matris simetrik bir
matris olup, p. satir ¢. siitiinundaki eleman, K
kiimesindeki ilgili enstantanelerin i¢ carpimindan elde
edilir. L matrisi NxN boyutlarinda bir matristir.



Adim 2. L matrisinin v; ile gosterilen 6zvektorleri ve
A; ile gosterilen 6zdegerleri bulunur. L matrisi reel ve
simetrik oldugundan 6zdegerleri reel eksen iizerinde
olacaktir. Ozdegerler biiyiikten kiigiige dogru siralanir
ve her bir 6zdegere kars1 diisen 6zvektor de bu siray1
takip edecek sekilde yeniden diizenlenir. Burada

dikkat edilmesi gereken bir gercek viTvi :7»,71

iliskisinin saglandigidir. Bu adimdaki islemi tekil
deger ayrisimu ile kolayca elde etmek miimkiindiir.

L=VAVT

matrisinin i. siitununun /A; degerine bdliinerek

olacaktir, ve v; situn vektori, V

normalize edilmesinden elde edilecektir, ve i = 1,2,...,
rank(L) i¢in her bir v; siitun vektorii elde edilecektir.

Adim 3. Ortonormal taban  fonksiyonlari,
enstantanelerin bir karisimindan elde edilir. Bunun
icin yukarida elde edilen v; :[Vli Vo VNi ]T
vektori, asagidaki sekilde kullanilacaktir:
rank(L)
$= D viAlty), i=12,..N. (6)
k=1

Yukaridaki islem, N adet ortonormal taban fonksiyonu
verecek, 8; Kronecker islevi olmak lizere, asagidaki
iliskiyi dogrulayacaktir,

1 i=j
(4,000 =8 = 0 i%; (7
Bu ayrisim ile, A(f) siireci asagidaki gibi
yazilabilecektir,
rank(L)
A= D00 - )

i=1

Yukaridaki ifadede, o,(f) skaler zaman fonksiyonu,
@; taban foknksiyonunun ¢ aninda A(f) igerisindeki
oranint belirleyen, siirekli bir fonksiyondur. (8)
numaralt esitlik, aslinda A4(#) siirecinin yeni bir taban
kiimesi tizerinde ifade edilmesi anlamini tagir.

Adim 4. (8) numarali denklemi 7 = #; i¢in yazalim, ve
esitligin her iki tarafinin ¢; ile i¢ carpimin

hesaplayalim,

rank(L)

At = Y (1) - 9)

i=1

rank(L)
(8, AtV = () D0t
i=1
rank(L)
= 2w .da

i=1

rank(L)
= 2013y
i=1 (10)
=0 (t)
Boylelikle, bulunan taban  fonksiyonlar1 ve
enstantaneleri kullanarak zaman fonksiyonlarmin

ornekleme anlarindaki degerlerine de erisim miimkiin
olmaktadir.

Kisaca ozetlemek gerekirse, bu kisimda bahsedilen
yaklasim, enstantaneleri kullanarak c¢oziimiin -bazi
ortogonallik 6zellikleri gdsteren- taban fonksiyonlari
ve zaman fonksiyonlari cinsinden sonlu sayida toplam
olarak yazilmasidir. Bu yaklasim literatiirde Uyumlu
Ortogonal Ayrisim (Proper Orthogonal
Decomposition) olarak bilinir, [7-8].

3. ADD MODELININ ELDE EDILMESI

Domenden uyartt (y,(f)) iceren Burgers denklemi
xeQ:=[0,1] fiziksel aralig1 iizerinde tanimlanmakta ve
asagida verilmektedir. Baglangic kosullart u(x,0) = 0
VxeQ ile verilmekte, sinir kosullart ise u(0,7) = y,(?),
u(1,f) = y1(¢) olmakla birlikte yo(¢) ve yi(¢) serbestce
secilebilen sinir uyartilaridir,

du(x,1) O%u(x,t)
ot 2

(11)

g+ e (x,o%

Denklem (8) ile verilen agilima gore ¢oziim (12) deki
sekilde olmalidir, ve bu ¢oziim (11) ile verilen KDD’i
(13) denkleminde gosterildigi gibi saglamalidir.

u(xt)= Y1 (O (x) - (12)
M M
D a;(¢(x) = c(x)yq () + &Y a;(1)¢;(x)
i=l i=1
M M
— 12 2 (O () () (13)

i=1 j=1

Taban fonksiyonlar1 ortogonal olduklari igin, (13)
denkleminde her iki tarafin fk ile i¢ ¢arpimi alinirsa
(14) denklemi elde edilir.

M
A (1) = (), (2)) 74 (0) + & D 0 (G (0), ¢ (x))

i=1

M M

— 1) D () (g (B (x). gy (x)). (14)
i=1 j=1

Yukaridaki denklemde i¢ carpim operatorii siirekli
uzay tizerinde tanimlanmakta ve uygulanmaktadir. Bir
KDD sisteminin niimerik ¢ozimii ise bir 1zgara
tizerinde yapilir ve ayrik degerlerden bahsedilir. Bu
sebeple, kullanilan i¢ c¢arpim operatdrii 1zgara



iizerinde iki vektoriin i¢ carpimina doniisiir ve (14)
denklemi, (15) denkleminde oldugu gibi yeniden
yazilabilir.

M
ar () =c Bra+Y. a0 ¢y

i=1

M M
—ﬂzzai(t)aj(t)(@*ﬂjym (15)
i=1 j=1
Bu asamaya gelindiginde, belli calisma kosullar
altinda bir ADD modelinin verilen bir M (kip sayis1)
degeri i¢in elde edilebilecegini goriiyoruz. Oysa,
yukaridaki denklem tipi otonom yapiya sahip olup
sadece kullanilan uyartilar i¢in niimerik anlamda
gegerlilik arz eder. Dolayisiyla bu asamadan sonra
yapilmasi gereken, serbest sinir kosullarini ifadeden
ayirmak olacaktir. Bunun i¢in Q=[0,1] araligin1 N adet
eleman igeren bir 1zgara ile temsil edelim ve x = 0 ve
x=1 sinirlarina karsi diisen 1zgara elemanlarini
ayrarak (15) denklemini asagidaki gibi tekrar
yazalim. Bu denklemin diizenlenmesiyle (17) deki
ifade elde edilecektir. 4 ile gosterilen terim, g,

vektoriiniin  sinir degerlere karsi diisen elemanlar
haricindeki elemanlarini igerir.

ar(t)=c fya)+

M OT o
£y (r)[é,-(om(m +& o+ & (1)]

i=1

M M
NOPNAGLHON

i=1 j=1

[¢i(0)ﬁj(0)¢k(0> v s g+ 608,08 (1)] (16)

T & T
ap()=c' fya(O)+eY (OS] B +
i-1

M M
220800 (0) + &) (NS (D (1)

i=1 i=1

M M
DN (t)(¢,-° *pB; Y¢/§

i=1 j=1

M M
— w1 Y ai(a;(¢;,(0)f;(0)¢ (0)

i=1j=1

M M
-1y Y (a1 B; D (1) (17)
i=1 j=1

Coziimiin sinirlarda da gegerli olmas1 gerekliliginden
dolay1

M
u(0,6)= 7o = > a;(1)¢;(0)

i=1

(18)

M
u(lt) =y =Y (1)

i=1

(19)

Ya da diger bir deyisle,

M

a (O (0) = 7o — D (1= 8 Jo; (1)¢;(0) (20)
i=1
M

ar (O (D) =71 - > (1= 85 Jor; () (1). 1)

i=1

Bu denklemlerin kullanimu ile siir uyartilart da agik
bicimde modele katilacaktir, yani

M
> ()& (0)y (0) = . ()& (0)g (0) +
i=1

M

(1= )i (1) (0) g (0)

i=1

M
= [70 =D (1= ey (z)¢i<0)j§k (0)+
i=1

M

D (1= 85 )i (1);(0) gy (0)

i=1

M
= 70%1(0) = D (1= 85 )t; (1)< () (0) +
i=1
M

D (1= 85 )i (1);(0) gy (0)

i-1
=709, (0)

M
=3 (1= 81 ) (1)(C1 (0)4,(0) = £:(0) (0))

i=1

=700 (0)
M
= > a1k (0)¢5(0) - £;(0)g (0))
=l (22)

Benzer yaklasim x =
verecektir:

1 i¢in de asagidaki sonucu

M
> i ()M (1) = g (1)

i=1

M
=2 (& Mg (D) - & (D (1))

i=1

(23)

Boylelikle (11) denklemindeki g5%u(x,r)/éx> teriminin
indirgenmis modele agik uyarti terimleri ile nasil
katilacagr  gosterilmis oldu. Aym  bagmtilar
kullanarak simdi de — ym(x,¢)0u(x,f)/éx teriminin
indirgenmis modele nasil katilacagi gosterilecek ve
model bilesenleri tamamlanacaktir. Buna gore, x = 0
icin (24) denklemi elde edilecek, x = 1 i¢in ise (25)
denklemindeki bilesenler ortaya gikacaktir.

M M

DY () (£)¢:(0) 8;(0) (0)

i=1 j=1

M M
= (Y (N(0)Y (1) 5;(0)

i=1 j=1

M
=708 (0) Y a; () 3;(0)

2 24)



M M
D> (e (OB (D (1)

i=1 j=1

M
=N (1)20!j(1)ﬁ’_/(1) (25)
j=1
(22)-(25) denklemlerinde elde edilen terimlerin

biraraya getirilmesiyle (26) denklemindeki model elde
edilecektir.

ar(0)=c ra )+

M
&Y a0 b - OB O - G D)

i=1

M M
—uy, Za,-(r)a_,-(t>(¢,»° * ﬂ_}f)Taﬁié +

i=1j=1

M
70(t)¢k(0)[5 - #Zaj(t)ﬂj(o)] +

J=1

M

Ho (D) e — (061
71()¢k()[5 ujz:la,( )B;( )] 26)
Yukaridaki modelin detaylarmin anlasilabilmesi i¢in
durum a:[al [2%) ayr ]T ile
tanimlayalim. Buna gére model yapisi (27)
denkleminde verildigi gibi olacak ve model tasarimci
tarafindan segilen bir M < rank(L) adet ADD’den
miitesekkil olacaktir.

vektorini

a=Aa—B(a)+Cyy+(D-Ea)yy+(F-Ga)y,  (27)

Burada goriinen terimler asagidaki gibi hesaplanur,

() = ele? 8¢ - OO - GO ) (28)
B=[B, B, - By (29)
(B), = g 2] 6 (30)
€)= (31)
(D) = &4, (0) (32)
(E)yy = 1y (0),(0) (33)
(F) = e (1) (34)
(G)y = u VB (1) - (35)
vf) ile gosterilen domenden uyarti terimi ile
smirlarda  bagimsiz  olarak  secilebilen  smir

uyartilariin enterferansini engellemek icin c(x) ile
gosterilen fonksiyon smirlarda sifir olacak sekilde
secilir.

Buraya kadar sunulan bilgi bir KDD sisteminin sonlu
boyutlu bir modele donistiiriilmesinde izlenecek
niimerik yolun tasviri idi. Bir sonraki kisimda sayisal
bir Ornek verilecek, modelin Ozellikleri lizerinde
durulacaktir.

4. SIMULASYON CALISMASI

Simiilasyonlarda Q araligi lizerinde esit araliklarla
secilmis N = 100 (Ax = 1/99) elemanla 1zgara
olusturulmus ve KDD Crank-Nicholson yontemi ile
¢Oziilmiistiir. Bunun sebebi, secilen yontemin niimerik
olarak kararli olmasi ve uygulamasmin kolayligidir.
KDD T = 1.024 saniyelik siire boyunca A¢ = 0.001
saniye adim biyiikliigi ile y(¢) = 0.2sin(2n50#(1-1)(z-
0.5)) ve v,(t) = sin(2n15#(1-7)) sinyalleri kullanilarak
e=p=1 bilinen siire¢ parametreleriyle ¢ozilmiistiir.
Yo(f) sinyali olarak sifir ortalamali, 3.3435e-5
varyansli, genellikle +0.01 arasinda degisen bir
giiriiltii sinyali se¢ilmistir. Boylelikle, KDD ii¢ farkli
uyartt tarafindan etkilenmektedir. Simiilasyonlarda
c(x) = x(l-x) fonksiyonu secilmis, 1024 anlik
¢oziimden lineer olarak 128 enstantane almmig ve
UOA algoritmasi uygulanmugtir. {lk 5  kipin
katilmasiyla (M = 5) toplam enerjinin %99.9997

kadar1 indirgenmis modelde igerilmis ve (27)
denkleminde verilen model elde edilmistir.
Sekil 1°de wuyarti sinyallerinin Hizli Fourier

Doéntistimii (FFT) goriiniisleri verilmis, elde edilen
sonuglar ise Sekil 2’de gosterilmistir. Sonuglarda
modelin trettigi sinyallerin baskin kiplerde istenen
degerlere ¢ok yakin oldugu, indis numarasi arttik¢a
kiplerde benzerligin ortadan kalktigi goriilmektedir.
Bu beklenen bir durumdur. Uyart1 sinyallerinin
spekral zenginligi ise modelin gegerli oldugu c¢alisma
kosullarinin ~ zenginlesmesini  saglamaktadir. Bu
sebeple uyarti sinyallerinin, niimerik ¢dziiciiniin ve
donanimin elverdigi azami derecede ¢ok sayida kipi
uyaracak nitelikte segilmesi dogrulugu deneysel
olarak kanitlanmig bir gergektir.

5. SONUCLAR

Bu calismada dinamigi u, = eu,, — puutc(x)y, ile
verilen Burgers denklemi UOA algoritmasi ile sonlu
bir modele doniistiiriilmiis ve bu modelin tretilmesi
ve gegerliligi {izerine bir tartigma sunumustur.
Eszamanli olarak var olan harici uyarti terimleri ile
UOA temelli bir modellemenin yapilabilecegi
gosterilmig, yontemin niimerik olmasi sebebiyle baska
KDD sistemlerine de uygulanabilecegi tespit
edilmstir. Bu ¢alismanin literatiire katkis1 KDD
sistemlerinin (sonsuz boyutlu sistemlerin) ADD
sistemlerine (sonlu boyutlu sistemlere) doniistii-
rillmesinde smir uyartilarinin nasil ayrilacaginin ve
sinir uyartilarinin nasil segilmesi gerektiginin agikliga
kavusturulmasidir. Bu anlamda, sonuglarin kuramsal
bilgilerle uyumlu oldugu goriilmektedir.
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Sekil-1. Simiilasyonlarda kullanilan uyartilarin spektral goriiniisleri

Siirekli: Modelden, Kesikli: Istenen
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Frekans (Hz)

Hata Egrileri (qid—ai)

Frekans (Hz)

Uzaysal Fonksiyonlar (d,(x))

Zaman (sn)

Zaman (sn)

Sekil-2. Olmasi gereken (Kirmizi kesikli) ve (27) denklemindeki model tarafindan iiretilen (Siyah stirekli)
sinyaller, hata egrileri ve UOA ile elde edilen uzaysal fonksiyonlar



