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ö Z E T :

Makalede kök yer eğrisi tekniğinin bir reak�
siyonlu devrede açık çevre transfer fonksiyonu
(AÇTF) bilindiği zaman kapalı çevre transfer
fonksiyonu (KÇTF) kutuplarının bulunmasında
kullanılması anlatılmaktadır.

G İ R İ Ş :

Reaksiyonlu sistemlerin analizinde en çok üze�
rinde durulan özelliklerden biride sistemin açık
çevre kazancını arttırdığımız zaman ne olacağı�
dır. Çünkü sistemin osilasyon tehlikesi doğrudan
doğruya sistemin açık çevre kazancına bağlıdır.
Bu soruya cevap vermek için kullanılan çeşitli
metotlar vardır. Bu soruya cevap vermek için
kullanılan çeşitli metotlar vardır. Bunlardan bi�
ri Nyquist kriteri (1) olup bu kriterde açık çev�
re transfer fonksiyonu (AÇTF) polar koordinat�
larda çizilerek fonksiyonun (—1) noktasını içi�
ne alıp almadığına bakılır. Eğer (—1) noktası
dışarda ise sistem kararlı, eğer içerde ise sistem
kararsızdır.

Bu ve bunun benzeri diğer metodların olum�
suz tarafı, her kazanç * için ayrı bir Nyquist eğrisi
çizmek zorunda kalınması ve bazı hallerde (— 1)
noktasının içerde olup olmadığının anlaşılması�
nın çok zor olmasıdır.

İşte «Kök yer eğrisi» metodu, Nyquist krite�
rinin bu mahzurlarını gidererek reaksiyonlu sis�
temlerin incelenmesinde büyük faydalar sağlar.

Kök yer eğrisi:

Şekil birde en genel bir reaksiyon sistemi gös�
terilmiştir. Burada G(p), ileriye transfer fonk�

siyonu

Şekil: 1

ise geri besleme fonksiyonudur. Şim�
ı

di — kapalı çevre transfer fonksiyonunu bulalım.
ea

e2 = G(p) ex

e x = — e 2

(1)
(2)

Eşitlik (2) yi eşitlik (1) de yerine koyarsak

e2 = G(p) [— e2/S(p)+e,]

ea G(p)

/3(p)
(3)

Ayrıca (A) noktası açıldığı zaman, bizim açık
çevre transfer fonksiyonumuzun

e, A
• = G(p)/î(p) (4)

olduğu kolayca görülür.

Şu halde kapalı çevre transfer fonksiyonu�
nun kutupları, açık çevre transfer fonksiyonu�
nun kutuplarına (1) eklendiği zaman elde edilen
fonksiyonun kökleridir.

Genellikle,

P(p)
G(p)=

Q(p)
Seklindedir. Şu halde

P(p) M(p)
G(p)i9(p) =

X(p)

Y(p)

(5,6)

(7)
Q(p) N(p)

olur. Eşitlik (7) den kolayca görülür ki X(p) nin

kökleri açık çevre transfer fonksiyonunun sıfırla�

rı, Y (p) nin kökleri ise aynı fonksiyonun kutup�

larıdır. Su halde kapalı çevre transfer fonksiyonu�

nun (KÇTF) kutupları için biz

X(p)

Y(p)

ifâdesi ile ilgileneceğiz.

(8)

Genel olarak eşitlik (8) in sıfır olabilmesi için
yani KÇTF nin kutuplan için

X(p)
= — 1 (9)

Y(p)
• Bundan böyle kazanç (eriminden açı* çevre fca�

sanct anlafilacaktiT,
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eşitliğinin sağlanması lâzımdır. Yani
X(p)

Y(p)
nin

AJcu

mutlak değerinin (1), açısının ise 180 derece ol�
ması lâzımdır. Genellikle

X ( p ) = k Z ( p ) (10)
yazılabilir. Burada (k) frekansa bağlı olmayan
bir kazanç çarpanıdır.

tşte kök yer eğrisi (k) nın değişmesi halinde
eşitlik (9) u sağlayan (p) değerlerinin çizdiği
eğri yani (k) nın değişmesi halinde KÇTF kutup�
larının yer eğrisidir.

Şimdi KÇTF nin kutupları üzerinde neden bu
kadar durduğumuzu açıklayalım:

'Şekil (2) den kolayca görülebilir ki eğer
KÇTF kutupları o —ekseni üzerinde ise (ger�
çel eksen) zaman domeninde sistemimizin S (t)
cevap fonksiyonu(•) azalan bir üstel fonksiyon
olup azalma zamanı tamamen a tarafından tâyin
edilir (4 a).

F(p)

Sin (JÜel

• Slncj

Şekil: 2

Eğer karmaşık kutuplar varsa bunlar bu se�
fer zaman domeninde (4a) içerisinde genliği üs�
tel olarak sıfıra ulaşan bir sinüs eğrisi verecek�
lerdir.

Son olarak eğer kutuplar (j a>) ekseni üzerin�
de iseler bunların S (t) cevap fonksiyonu bir si�
nüs dalgası olacaktır; yani sistem bir amplifika�
tör yahut bir kontrol sistemi olmaktan çıkacak
bir osilatör haline gelecektir.

Şimdi yukarda bahsettiğimizin ışığı altında
kök yer eğrisi konusuna gelelim.

örneğin, kapalı çevre kutuplarımızı tâyin eden
ifâde

k (p + a)
1+ (11»«)

(p + b) (p + c)
olsun, gene •?. > b > c > <•> olduğunu kabul ede�
lim. Şu halde bizim karmaşık düzlemde açık
çevre transfer fonksiyonumuzun kutup ve sıfır�
ları şekil (3) te gösterildiği gibidir.

Şimdi (k) yi değiştirecek KÇTF nin kutupla�
rının yani denklem (11) in köklerinin nasıl bir

Şekil: 3

yer eğrisi çizdiklerini araştıralım. Kutupların
ancak

k (p + a)
= — 1 (12)

(p + b) (p + c)
denklemini sağlayan (p) değerleri olduğu hatır�
lanacak olursa, bu (p) değerlerinin karmaşık
düzlemdeki yerlerine, AÇTF nin sıfırlarından çi�
zilen vektörlerin mutlak değerlerinin kutuplar
dan çizilen vektörlerin mutlak değerlerinin çar�
pımlarına oranının — l/K olması lâzım geldiği
anlaşılır. Demek ki eşitlik (12) nin sağlanabilme�
si için

İ P 1 I İ P 2 I
1) Ve 0 I — 02 — 03 =

n = 1, 2, 3, . . . . n olması,

2) k = olduğu zaman

olması

= 1

(p + b) (p + c)
= 0

3) k = eo olduğu zaman

(p + b) (p + c)
Lim = co

(p + a)

<» (p + a)
olması gerekir.

Yukarda belirtilen şartları şu şekilde ifâde
edebiliriz:

k, o ile 00 arasında değiştiği zaman,
1) Gerçel eksen üzerinde —eğer varsa —

KÇTF nin kutupları, orijinden itibaren sayıldı�
ğı zaman ancak tek numaralı (yani birinci,
üçüncü, beşinci...) kutup veya sıfırın solunda
olabilirler. Bu numaralama işleminde adı geçen
noktalar kutup veya sıfır olduklarına bakılmak�
sızın orijinden itibaren sırayla numaralanacaktır
Örneğin şekil (4) te, kutuplar ancak|c| < | p | < | b |
veya |p|>|.paralığında bulunabilir. Ancak böy�
lece kutup ve sıfırlardan gelen açıların cebirsel
toplamı 180 derece olur.

• g (t) cevap fonksiyonu İngilizce'deki aimpulse
responset karşılığı, olarak kullanılmıştır.

•• Yani
k(p + a)

G (p) B(P) — &İT�
(p + b) (p + O
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JU»

b P c

Şekil : 4

2) Yer eğrisi AÇTFnin kutuplarında başlar.
(Yani k = o iken AÇTF nin kutupları ile KÇTF
nin kutupları çakışıktır).

3) Yer eğrisi AÇTF sıfırlarında biter. Unu�
tulmamalıdır ki pratikteki bütün transfer fonksi�
yonlarında kutup sayısı sıfır sayısından büyük�
tür. Bu yüzden, bazı sıfırlar sınırlı karmaşık düz�
lemde olmayıp sonsuzdadırlar.

Şu halde KÇTF kutuplarının bir kısmı k—» oo
olduğu zaman sınırlı düzlemdeki sıfırlara gele�
cekler, bir kısım ise sonsuza gideceklerdir. Şim�
di eşitlik (12) deki kutupların (Yani eşitlik (12)
yi sağlayan (p) değerlerinin) (k) değiştiği za�
manki yer eğrisini çizelim.

Kural (2) gereğince k = o iken KÇTF kutup�
ları (bundan sonra bunlardan sadece kutup diye
bahsedeceğiz) p ı A ve p 8 A de olacaklardır. Yani

= — b = — c (14)
k�o |k�o

(k) büyüdükçe bunlar (b) ve (c) den ayrılacak�
lardır. Fakat p î A nm sağma yahut p l A nin
soluna gidemezler. Çünkü bu, kural (1) e aykırı�
dır.

Şu halde bunlar (b, c) aralığında birbirlerine
doğru gelecekler ve (k) nin özel bir değeri için
«çarpışacaklardır», (k) yi biraz daha büyütürsek,
kutuplar eksenden ayrılıp «karmaşık eşlenik»
haline geleceklerdir. (Bunların eksenden ayrıl�
mıyacaklarını kabul edersek o zaman (k) büyü�
dükçe bunların (b, c) aralığında sağa sola gide�
ceklerini kabul 1 edeceğiz demektir ki buda tekrar
eski hale dönüş olur, bu da imkânsızdır. Çünkü
belli bir (k) değeri için ancak belli bir kutup
dağılımı vardır).

Kutupların şekil (5) te noktalı olarak gösteri�
len doğru boyunca gidemiyecekleri de açıktır.
Çünkü bu da kural (3) e aykırıdır. Şu halde Bun�
lar sola doğru dönecekler ve tekrar gerçek ek�
sene doğru ineceklerdir. Fakat bunlar (a, b)
aralığına inamezler çünkü bu kural (1) aykırı�
dır. Şu halde (a, co ) aralığına ineceklerdir ve
bunlardan biri sağa yani AÇTF sıfırına, diğeri de
sola yani AÇTF nin sonsuzdaki sıfırına doğru gi�
decektir.

Şekil: S

Dikkat edilirse hiçbir hesap yapmadan bu sis�
temin; kazanç ne olursa olsun osilasyon yapmıya�
cağı sonucuna vardığımız görülür. Çünkü kutup�
lar hiçbir zaman (ja) eksenine gelmemektedir�
ler.

Yukarda bahsettiğimiz üç kural şekil (3) te
gösterilen AÇTF kutup � sıfır dağılımının belirt�
tiği KÇTF kutuplarının yer eğrisini çizmek için
yeterliydi.

Şimdi başka kutup�sıfır dağılımlarının da
yer eğrilerini çizebilmek için daha başka kural�
lar vereceğiz.

4) Bir AÇTF kutup sıfır dağılımı, (jo>) ek�
senin çok yükseklerinden bakıldığı zaman sayısı
fazla kutup sayısına eşit, yeri ise eşitlik (15) ile
bulunan bir kutup kümesi olarak düşünülebilir.
(Şekil 6).

2 di —

d =
(15)

m
ki burada

d : kutup kümesinin orijinden uzaklığı
n: kutup sayısı
m: sıfır sayısı

di : i'inci kutbun orijinden uzaklığı
Xj : j'inci sıfırın orijinden uzaklığıdır.

Örneğin : eşitlik (15)i şekil (6) ya uygularsak,
burada

n = 5, m = 2 olduğundan

d =

olur.
Şu halde şekil (6a) daki kutup sıfır • dağılımı

Juı

�di

Şekil: 6a
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çok büyük (k) değerleri için şekil (6b) gibi dü�

Şekil: 6b

şünülebilir. Bu aynı zamanda çok büyük (k) de�
ğerlerinde şekil (6a) daki kutup�sıfır dağılımının

(p + d) 3

olara.': düşünülmesi demektir.

Şu halde eğer biz,

1

(p + d)»
(16)

denkleminin köklerinin (k) değiştiği zamanki yer
.eğrisini çizebilirsek fazla kutup sayısı üç olan
bütün gerçel eksen kutup�sıfır dağılımlarının
çok büyük (k) değerleri için davranışlarını bili�
yoruz demektir.

Yukarda belirtilen yer eğrisini çizebilmek için
aşağıdaki kuraldan faydalanmak gereklidir:

5) Genel olarak,

(d gerçel ve pozitif)
(p + d)D

gibi bir kutup dağılımının yer eğrisi, eğimleri

180 + N 360

0 (17)

eşitliği ile belirtilen ve a ekseni üzerinde
(— d, o) noktasından çıkan doğrulardır. Bu eşit�
likte,

$ : doğrunun pozitif yönde ölçülen, (saat yö�
nünün tersi) a ekseni ile yaptığı açı,

n: kutup sayısı,

N : 0, 1, 2, 3, 4 n

dir, şu halde şekil (6 b) de dağılımı gösterilen

k
1 + = 0

(P + d) 3

fonksiyonunun (k) değiştiği zamanki yer eğrisi
şekil (7) deki gibi olacaktır. Eşitlik (17) den şekil
(7) deki $ j, $ t, $ 3, açılarına hesaplıyalım.

16

Sekil: 7

N = 0 için ö ı = = 60°

240°

dir.
Kural (5) in çok açık oluşu dolayısı ile ispatını

vermiyoruz.

y
z
i

\

\

/
//
/

i

\
\N

//
/

i
� r �

d �

İl
'/

t i 1

V
\\

ii1

\
Sekil: 8
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Şu halde kural (4) re kural (5) in bir sonucu
olarak, şekil (6 a) daki gibi genel bir n kutup m
sıfır (n>m) dağılımı, çok büyük (k) değerleri
için sekil (6 b) deki gibi düşünülerek sekil (7)
deki gibi yer eğrisi çizilebilir. Buda sekil (6)
daki dağılımın yer eğrisinin asimtotlarını verir.

180 � — + 180

r_3

r _ 5 r — 4 r — 2 7 — r 6—r
örnek :

k ( p (p + 3)

(p + 2) (p + 4) (p + 5) (p + 6) p + 7)
veriliyor. Bunun k, o ile w arasında değiştiği za
manki yer eğrisini çizelim. Tek numaralı kutup
veya sıfırın solu mümkündür. Şu halde gerçel

(r) nin 5 ile 6 arasında bulunduğu bilindiğine
göre, başlangıç için r = 5.5 koyarak,

1

0.5

r = 5 . 4 ü

1

0.4

r = 5.46

1

0.46

1 1

1 +
1.5 3.5

deneyelim,

1 1

1.4 3.4

1

1.46

1
— , . ı

1.5

1

1.6

1

3.46

1

0.5

1

0.6

1

1.54

1

2.5

1

2.4

1

0.54

1

4.5

1

4.4

1

2.44

0.286

3.61 =

1

4.44

= 0.622

: 2.428

_. 3ıq 314

eksen üzerinde (—1,�2), (—3,�4), (—5,�6),
(—7,— ı» ) aralıkları mümkündür. Şu halde (k)
sonsuza giderken,

(a) —2 deki kutup —ldeki sıfıra gelecek,

(b) —4 teki kutup —3 teki sıfıra gelecek,

(c) soldaki üç kutup ise şekil (6 b) deki gi�
bi hareket edeceklerdir.

Eşitlik (15) i kullanarak kümenin yerini bu�
lalım :

Şu halde r = 5.46 köktür. (Çarpışma noktasının
bulunduğu yerdir).

Çarpışma noktası yer eğrisi üzerinde bir nokta
olduğuna göre eşitlik (13) ün nokta için sağlanma�
sı gerekir. Böylece,

1
P4 I I p«

6 + 7 — 1 20

(—5, —6) aralığındaki çarpışma noktasını
hesabedelim :

Çarpışmadan biraz sonra kutuplar gerçel ek�
senden e kadar ayrıldıkları zaman, bu noktaya
bütün kutup ve sıfırlardan gelen açıların cebir�
sel toplamı 180 derece edecektir. Şu halde,

I Pı M P I I I P«
Çarpışma noktası için,

Z ı = 5.46 _ 1 = 4.46
Zj = 5.46— 3 = 2.46

Pı = 5.46— 2 = 3.46
p2 = 5.46 — 4=1.46
pa = 5.46— 5 = 4.46
p4 —6.00 —5.46 = 0.54
P5 = 7.00 —5.46 = 1.54

Şu halde, çarpışma noktasındaki kazanç değeri

(3.46) (1.46) (4.46) (6.54) (1.54)

(4.46) (2.46)

k« = 1.71 bulunur.

İm ekseni ile kesişme noktası:

Asimtot jaı ekseni,

_ 2 0

» = V 3 x = 11.55te keser. Yaklaşık ola�
3
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rak yer eğrisinin de jo> eksenini burada kestiğini
kabul edersek,*

k, ö I P i l İ P t l I P S I İP4İ I P S I o l u r

I Pı I = Vdl .55) 2 +(2) î

I Pî | = Vdl.55) 2 +(4) 2

I Ps I = V(H.55)2+(5)2

I P* I = V(H.55)2+(6)2

İPİ I

I z, I

11.75

12.2

12.6

13

V(H.55) 2 +(1) ! !

(7)a = 13.5

11.55

11.9I z« I = V(11.55)2+(3) =

(11.75) (12.2) (12.6) (13) (13.5)
J" ~ (11.55) (11.9)

Ki» ^ 2 3 0° bulunur.

6) Karmaşık AÇTF kutup � sıfır dağılımı:

Bu türlü dağılımlarda da kural (4) ve kural (5)
uygulanabilir. Yalnız yer eğrisinin duyarlı bir şe�
kilde bulunması için karmaşık eşlenik AÇTF ku�
tuplarından, k = O + s olduğu zaman KÇTF kutup�
larının hangi açı altında çıktıklarının bulunması
faydalıdır.

Örnek:
Şekil (9) da gösterilen kutup • sıfır dağılımının

/

f

\
\

s

Juı

/

/

\

\ \

ŞçMl: 9

(sıfırlar sonsuzda) (k), sıfır�sonsuz arasında de�
ğiştiği zamanki yer eğrisini bulalım :

1 + 1 + 2
d = = 1.33

180

3
60*

180 + 360
0, «= •= 240*

3
180 + 720

540' (180°)

Çıkış açısı:
KÇTF kutbu PJ den e kadar ayrıldığı zaman,

P.
90° 45°

9p) 45°

Böylece KÇTF kutuplarının yer eğrisi şekil (9)
daki gibi olacaktır.

Artık hemen hemen bütün kutup�sıfır dağı�
lımlarının yer eğrilerini çizebilecek duruma gel�
miş bulunuyoruz.

Uygulama:
Yukarda bahsettiğimiz gibi yer eğrisi tekni�

ği, bir� AÇTF kutup � sıfır dağılımı verildiğinde
sistemin kazancı arttırıldığı zaman, reaksiyon ha�
linde sistemin osilasyon yapıp yapmıyacağım, sis�
temin geçici rejim cevap fonksiyonunun ne oldu�
ğunu tâyine yarar.

Burada, bir «faz kaydırmak» osilâtörün in�
celenmesinde kök yer eğrisi tekniğinin nasıl kul�
lanıldığını göreceğiz.

Şekil (10) da gösterilen amplifikatör devre�
si basit devre indirgemesi ile şekil (10 d) de

gösterilen duruma getirilebilir. Şekil (10 d) de,
şekil (10 c) deki R2 pasif devrenin içine sokul�

Şekil: 10b

• Kesimi duyarlı bulmak İçin İfâde (18) den elde
edilen beşinci derecede çok terimlisine Routh dene�
mesinin 2, 3 uygulanması gerekir.

18 Elektrik Mühendisliği 80



muş ve pasif devre transfer fonksiyonu X' ile
gösterilmiştir. Şimdi şekil (10 a) daki A noktası
ile B noktasını birleştirdim. (Yani devreye reak�

Şekil: 10c

Şekil: 10i

siyon uygulayalım.) Aynı zamanda C2 � Rg kup�
laj devresinin pasif devremizi yüklemediğini ka�
bul edelim. (•) Böylece,

e, � X'A8 e ı — X'At c8

X'A, e»

1 + X/A1
e, = (19)

bulunur. Şimdi X' dört uçlu devresinin şekil (11)
de gösterilen devre olduğunu kabul edelim. Bu

Şekil: ıı

devrenin transfer fonksiyonu muhtelif yollarla
kolayca bulunabilir. Transfer fonksiyonu,

X ' = �^�
e.

ki burada,

Cû, Cûs ( 2 0 )

+ û)8 + Cûı8 +

k t nm CÛ! Cû, + 0 3 2 Cû3 + X x COt + C03 0 3 1 ,

k a •» UJX u t 0Ja
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R,

<012

R, C2

Eğer özel olarak,
Cj = : C2 =

R2 C 2

1

Rj Ca

R3C3

dır.

ı = R2 R —» ma ^ •

alınırsa,
RC

.j) p

Şu halde eşitlik (19) ile belirtilen KÇTF nin
kutupları aşağıdaki eşitlikteki gibidir:

Eşitlik (22) şöyle yazılabilir:
3

A, ağ

(22)

(23)

(p + 0.2<tf0) (p + 1.55Ü)0) (p + 3.25<u0)
Eşitlik (23) le belirtilen KÇTF nin kutuplarının
A, değiştiği zamanki yer eğrisi şekil (12) de gös

S ' > » »t ' »

{Tekil: 12

terilmiştir. Asimtotların a ekseni ile yaptığı ası�
lar eşitlik (17) ile,

it = (0° 0a « 240° e, = 180°
olarak bulunurlar. Asimtotların a ekseni üzerin�
de kesiştikleri nokta eşitlik (15) ile,

• Bu kolaylıkla gerçekleştirilebilecek bir yaklaşık�
lıktır. Çünkü B? nin bir megohm mertebesinde
olduğu hatırlanmalıdır.
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d = olarak bulunur.
3

Yer eğrisinin ja ekseni ile kesisleşme noktası.:
Eşitlik (22) nin her iki tarafı

p +

ile çarpılırsa,

P" + 5«0p
2 + 6 4 p + (1 + A,) u g = 0 (24)

bulunur.

Bu denklemin iki kökünün jm ekseni üzerinde
olması demek, bu denklemin

(p + a) (p« + p) = 0
(a > 0, p > 0 ve gerçel)

denklemine özdeş olması demektir.

Şu halde,

p 3 +5u) o p s + öü/p + O + Aj) Ü>J =
o

P8 + « P* + P* p + « P1

böylece,

(1 + A]) ao* — &P2

Yani, kökler j w eksenini

» = V6 a o da keserler, bu kökleri j , , , ek�
seni üzerine koyan AÇTF kazancı (şekil 10) daki
triyotlu amplifikatörün kazancı),

� A « p »

Aı = 29 dur.

Şu halde biz amplifikatörümüzün kazancının
29 a ayarlayıp şekil (10) daki A noktasını B nok�
tası ile birleştirsek bir osilâtör elde ederiz. Osi�
lâtörün osilâsyon frekansı ise,

f = .

Sonuç:
Bu kısa yazımızda yer eğrisi metodu hakkında

yeteri kadar fikir vermeye çalıştık. Okuyuculer
daha fazla bilgi için referans listesinde verdiğimiz
kitaplardan faydalanabilirler.

Ayrıca bu teknik sadece reaksiyonlu devre�
lerin analizinde kullanılmakla kalmayıp, örneğin
yüksek dereceli denklemlerin çözümünde de kul�
lanılabilir. Bu tekniği de ilerdeki yazılarımızda
vereceğiz.
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