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Özetçe

Öteleme adisyon teoremlerinin (‘translational addition theorems’) birden fazla saçıcıdan saçılım problemlerinin çözümünde gerekliliği frekans uzamı saçılım problemlerinde çok iyi bilinmektedir. Bir koordinat sistemindeki dalga fonksiyonlarını, öteleme ile elde edilen başka bir koordinat sistemindeki dalga fonksiyonları cinsinden ifade eder. Zaman uzamı saçılım problemlerine olan yoğun ilgiden dolayı, bu teoremlerin zaman uzamında da yararlı olacağı beklenmektedir. Bu makalede, skalar küresel dalga fonksiyonları için öteleme adisyon teoremleri zaman uzamında çıkarılmış, bulunan ifadeler nümerik olarak test edilmiştir.
1. Giriş

Frekans uzamında öteleme adisyon teoremleri, ilk kez [1]’de çıkarılmış, daha sonra [2] ve [3]’de geliştirilmiş ve vektörel dalgalar eklenmiştir.

Problemin formülasyonu ve çözümü 2. bölümde verilmiş, bulunan ifadeler 3. bölümde nümerik olarak test edilmiştir. 
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,  gözlem noktasının 
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 merkezli ilk koordinat sistemindeki küresel koordinatları, 
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 merkezli ikinci koordinat sistemindeki küresel koordinatlarıdır. 
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 ilk koordinat sistemine gore 
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 koordinatlıdır. c dalgaların boşluktaki yayılma hızıdır.

2. Formülasyon ve Çözüm

Zaman uzamı skalar küresel dalga fonksiyonları 
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 küresel bir yüzey üzerinde ortogonaldir ve aşağıdaki skalar dalga denklemini sağlar,
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Sınır koşuluyla birlikte (1) denklemini 
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 için aşağıdaki fonksiyon setleri sağlar,
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, bilinen küresel skalar dalga fonksiyonlari 
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’nin tam olarak ters Fourier dönüşümü değildir, ama bir katsayı ile ilişkilidir, [4]. (2) ve (3)’de 
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, dışa doğru yayılan dalgaları temsil eder, [4]. p(.),      (-1,1) aralığında bire, dışarıda ise sıfıra eşittir ve
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Amacımız 
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 merkezli ilk koordinat sistemine göre yazılan 
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 küresel dalga fonksiyonlarının 
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 merkezli ikinci koordinat sistemine gore yazılan skalar küresel dalga fonksiyonları cinsinden açılımını bulmaktır. Bunun için koordinat ötelemesi, 
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, Şekil 1, ve herhangi bir yönden gelen darbe düzlem dalganın (‘impulsive plane wave’) 
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 merkezli küresel dalga fonksiyonları ile zaman uzamında açılımı kullanılır. 
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 darbe düzlem dalganın açılımı aşağıdaki gibidir, 
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Şekil 1: Koordinat ötelemesi.

Burada 
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(6) açılımını kullanarak ve [1]’deki adımların benzerini tamamen zaman uzamında yaparak öteleme adisyon teoremlerini elde edebiliriz,
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 ve 
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 göreceli büyüklüğüne bakılmadan iki satır da kullanılabilir. 
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 katlanma operasyonunu (‘convolution’) gösterir ve 
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 üzerindeki sonlu toplam 
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 aralığını kapsar. 
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 katsayıları ‘linearization expansion’ ile tanımlıdır, 
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ve Wigner 
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 sembollerinin çarpımı ile ifade edilebilir,


[image: image43.wmf](

)

(10)

.

0

0

0

.

)!

(

)!

(

)!

(

)!

(

)!

(

)!

(

.

)

1

2

(

)

1

(

,

,

2

1

ú

û

ù

ê

ë

é

-

-

ú

û

ù

ê

ë

é

ú

û

ù

ê

ë

é

+

+

-

-

-

-

+

+

+

-

=

+

m

r

m

n

r

n

m

r

m

n

m

r

m

n

r

r

n

m

m

m

m

n

n

m

m

n

m

m

n

n

m

a

m


Wigner 
[image: image44.wmf]j
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 sembolü  açık olarak Racah formula, [5], ile yazılabilir,
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 üzerindeki toplam faktoriyel bulunan terimleri negatif yapmayan bütün tamsayılar üzerindedir.

3.Nümerik Sonuçlar

(8) açılımının nümerik olarak testi  için denklemin iki tarafının, 
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 ile verilen Gaussian dalga şekli ile katlanma integrali alınmıştır. Gaussian dalga şeklinin süresi yaklaşık 6'dır ve dalganın yayılma hızı boşluktaki ışık hızına eşitse dalganın süresi yaklaşık olarak 20 nanosaniyedir. Denklemin doğruluğu değişik n, m, 
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 ve 
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 için gösterilmiştir.
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, n=4, m=2, 
[image: image51.wmf]m

R

6

=

, 
[image: image52.wmf]2

p

q

=

, 
[image: image53.wmf]4

p

f

=

, 
[image: image54.wmf]m

R

1

0

=

, 
[image: image55.wmf]6

0

p

q

=

, 
[image: image56.wmf]0

0

=

f

, 
[image: image57.wmf]5.7234

=

¢

R

, için sağ ve sol tarafın gerçek (‘real’) bileşenleri sıfıra gitmektedir, Şekil 2, sanal (‘imaginary’) bileşenleri ise  Şekil 3’de karşılaştırılmıştır. Seri açılımda 
[image: image58.wmf]n

 icin 3 terim alınmıştır. Yapılan simulasyonlar seri açılımda alınması gereken terim sayısının sabit 
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 ve n için 
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 ile orantılı olduğunu göstermiştir; 
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 dalga şeklinin süresidir. 
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’yi azaltmak veya  n’i artırmak da alınması gereken terim sayısını artırır.
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Şekil 2: n=4, m=2, 
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Şekil 3: n=4, m=2, 
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, n=4, m=2, 
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, için sağ ve sol tarafın gerçek (‘real’) bileşenleri sıfıra gitmektedir, Şekil 4, sanal (‘imaginary’) bileşenleri ise  Şekil 5’de karşılaştırılmıştır. Seri açılımda 
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 icin 3 terim alınmıştır. Yapılan simulasyonlar seri açılımda alınması gereken terim sayısının n’e çok bağlı olmadığı, baskın olarak 
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’nin en az 
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’nin 10 katı büyüklüğünde olması gerektiğini göstermiştir. Şekil 6’da, denklem (8)’den de bekleneceği gibi eşitliğin sağlanamadığı bölgeler gösterilmistir. I. bölgede 
[image: image92.wmf]R

¢

, 
[image: image93.wmf]0

R

’ya çok yakındır ve II. bölgede 
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’den yeterince büyük değildir.

Zaman uzamı skalar küresel dalga fonksiyonlari için öteleme adisyon teoremleri, denklemlerin eşitliğinin yanısıra bilinen frekans uzamı ifadelerinin ters Fourier dönüşümleri ile de nümerik olarak test edilmiştir.
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Şekil 4: n=4, m=2, 
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Şekil 5: n=4, m=2, 
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