Monte Carlo Yontemleri ve Kismi Differansiyel Denklem
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Bu yazida Monte Carlo yontemleri ve rasgele
sayt tretimi hakkinda temel bilgiler verilmis-
tir. Eliptik bir kism? differansiyel denklem ve-
ren, kare seklindeki bir levha iizerinde 1s1 dagi-
limi  probleminin ¢éziimiinde  kullanilabilecek
iki Monte Carlo yontemi tanitilmigtir.

SUMMARY

An ntroductory Information on-Monte Carlo
methods and random number generation. is pre-
sented in this article. A problem of steady-state
heat distribution on a square plate which gives
a partial differential equation of elliptic type is
approached by two different Monte Carlo met-
hods.

1. GIRIS

tik bakista farkli olan bircok fiziksel olayin ma-
tematiksel olarak ifade edildiklerinde egdeger
denklemler verdikleri uzun siiredir bilinen bir
gercek. Yiizyllimizda bir yandan sosyal bilimle-
rin gelisimi ile istatistik de bilimsel bir nitelik
kazanmig, diger yandan basta atom fizigi olmak
lizere bazi doga bilimi alanlarinda istatistiksel
yontemler uygulanmaya basglamistir. Koku eski-
lere dayanmasina karsin Monte Carlo yontem-
lerinin genis uygulama alani bulmasi da bu ge-
lisim icindedir.

Monte Carlo yontemlerinin kesin bir tanimini
vermek yerine, iligkili diger kavramlarla birlik-
te Monte Carlo'nun da ne oldugunu belirtmeye
calisalim. Bir fiziksel olayin matematiksel ola-
rak formiile edilmesi «uygulamali matematik»
alanina girer. Istatistiksel bir olaym «matema-
tiksel ifadesi» matematiksel istatistik olur. Is-
tatistiksel bir olaym bir baska istatistiksel ola-
ya doniisimii «benzesim» .(simulasyon) yonte-
midir. Istatistiksel bir olaym kendi iginden ali-
nan Orneklerle incelenmesi «ornekleme» (sam-
" pling) diye adlandirilir. «Monte Carlo» ise Once
‘matematiksel bir sorunun istatistiksel yoldan ¢6-
ziilmesi olarak goriildii, 6rnegin 1777 de Buffon,
bir ¢ubuk atma deneyinin istatistiksel sonucun-
dan yararlanarak ~ sayisma yakinsayan bir de-
ney onerdi. YOntemin sistemlestirilip Unli ku-
mar sehrinden esinlenen adini almasi ise 1949 da
Metropolis ve Ulam'in yazisi iledir [1].

Monte Carlo yontemlerinin buglinkii uygulanig
alanlar1 ve sekilleri i¢ gurupta toplanabilir.
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1. istatistiksel bir olaym Once matematiksel
bir yapiya donistiiriilmesi, sonra da bu mate-
matiksel olayin bir bagka istatistiksel olay ara-
ciligryla incelenmesi,

2. Istatistiksel ozellikleri oldukga belirgin fi-
ziksel bir olayin dogrudan dogruya istatistik-
sel bir yontemle c¢oziilmesi, Ornegin atom fizi-
ginde parcaciklarin hareketleri ile ilgili problem-
lerin ¢ozimu,

3. Ik bakista istatistiksel ozelligi goze carp-
mayan fiziksel bir olayin Once matematiksel
olarak ifade edilmesi, sonra da bu matematik-
sel yapinin istatistiksel bir yontemle c¢oziilmesi.

Bu incelemede Ozellikle liclincti tip uygulamalar
lizerinde durulmakta, ornek olarak ikinci asama-
dan kismi differansiyel denklemlerin c¢oziimii

ele alinmaktadir. .

.

Ikinci asamadan kismi differansiyel denklem-
ler, ornegin Laplace, Poisson, 1s1 iletimi gibi
denklemler, fizik ve miihendislik dallarinda pék
¢ok karsilasilan denklemlerdir. Bunlarin anali-
tik ¢oztiimleri ancak belirli 6zel durumlarda, ol-
dukca uzun ve caprasik yontemler izlenerek el-
de edilebilmektedir. Bilgisayarlarin gelisimine
paralel olarak geligen sayisal yontemler ise, uy-
gulama kolayligi, hiz1 ve analitik ¢oziimi olma-
yan problemleri bile cozilebilir kilmasi ile gu-
niimiizde bu alanda kesin bir egemenlik sagla-
mustir.

Sayisal yontemler kendi icinde iki gurupta in-
celenebilir. «Deterministik» sayisal yontemlerde
kismi differansiyel denklem bir sonlu farklar
denklemine donustiriiliir, ilerde deginilecegi gi-
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bi, katsayilarin olusturdugu matrisin tersi bu-
lunmaya calistlir (*) [2]. Elde edilen sonlu fark-
lar denklemleri «olasiliksal» yontemler, rasgele
sayilar dizisi ve istatistiksel degerlendirmeler
kullanilarak ¢oziiliirse asil konumuz olan Mon-
te Carlo yontemleri alanina girilmig olur. once
yukarda adi gecgen rasgele sayilar dizisi lizerin-
de duralim.

2. RASGELE SAYILAR Dizisi URETIiMi

Birbiriyle hicbir iligkisi olmayan sayilardan olu-
san bir dizi elde etmek yiizyillmizin basindan
beri tizerinde calisilan bir konudur [3], [4]. 1927
yilinda Tippett tarafindan yayinlanan 40000 sa-
yilik diziyi, 1939 da 100000, 1955 de 1000000 sayi-
Iik dizilerin yayinlanmasi izledi. Giinlimiizde on-
ceden basilmig say1 dizilerinin kullanilmasindan
¢ok algoritmik bir yolla rasgele sayilarin teker
teker elde edilmesi ve hesaplamalarda kullanil-
mas1 yoluna gidilmekte.

Algoritmik bir yontemle rasgele sayilar elde et-
me fikri ilk bakista olanaksiz goriiniiyorsa da
gelistirilen bir¢cok yOntemle «rasgeleymis gibi
davranan» sayilardan olusan dizilerin elde edil-
mesi giiniimiiz bilgisayarlannda ¢ok gortlen bir
uygulamadir. Yazimizda rasgele say1r dizisi de-
nildiginde boyle bir dizi amaglanmaktadir.

John von Neumann tarafindan 1946 da ortaya
atilan «orta kareler yontemi» birbirinden olduk-
¢a bagimsiz sayilar dizisi veren bir yontemdir.
2n basamakli bir sayi, serinin ilk sayisi olarak
se¢ilir, bu sayinin orta n basamaginin karesi olan
say1 serinin ikinci sayisidir. Her say1 bir sonra-
kinin bulunmasinda kulanilarak seri stirdiirii-
lir, ornegin 2425 sayisiyla basladigimizi diisi-
nelim. 42 nin karesi olan 1764 ikinci sayimizdir,
76 nm karesi olan 5776 iiciincii sayimizdir... Bu
yontemin sakincasi kisa siire sonra kendini yi-
neleyen serilere dontligmesi, orta basamaklarda
sifir elde edince ise hep sifir vermesidir, or-
negin yukarda baslanan dizi 16 tane rasgele sa-
y1 verdikten sonra sifira ulasir (**). Daha iyi bir
baslangic sayisi secimi ile ¢cok daha uzun dizi-
ler elde edilebilir, 6rnegin Metropolis 38 bitlik
75000 sayilik bir dizi elde etti.

Cok kullanilan diger bir yontemde rasgele sa-
y1, kendinden bir Onceki sayrya dayanarak ve el-
den geldigi kadar biiyiik bir periyotla kendini yi-
nelemesi icin belirli kosullara uyularak hesap-
lanir. X rasgele sayiyl, n ise adim sayisini gos-
terirse, X ,,;
X

n+1

= (aX, + ¢) mod m

N 1
*) Bu genellemenin disinda kalan bir istisna, hiperbolik
denklemlere uygulana*® Karakteristik Egriler Yontemi-
dir.
(*«)2425, 1764, 5776, 5929, 8464, 2116, 0121, 0144, 0196, 0361
1296, 0841, 7056, 0025, 0004, 0000. 0000,
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formiiliinden hesaplanabilir. Burada,

X, = 0 serinin ilk sayisi

a > 2 carpan

¢ ~0artim

m > X, a, ¢ modulusdur. Mimkiin olan en
biiyiik periyotlu diziyi elde etmek i¢in bu sabit
sayillar birkac teorem yardimiyla belirlenir
[51, [6], [7].

Bu iki yontemin dismda, daha once elde edilen
sayilarin belirli katsayilarla ¢arpimlart toplana-
rak, cembersel kaymalar ve VEYA mantik is-
lemleri kullanarak algoritmik rasgele sayi lre-
tim yontemleri de vardir. ) -
3. MONTE CARLO YONTEMLERIYLE INTEG-
RAL ALMAK

Rasgele sayilar dizisinin nasil elde edildigini
gordiikten sonra,

I=1ff(x) dx (D
)

esitligindeki I yi iki Monte Carlo yontemi ile
bulmaya calisalim (Sekil 1).

ff(x_)

Zi_,

0 1 X
Sekil 1.

a. t, aradigimiz I degerine, Sekil 1 deki tarali
alana ulasan bir ortalama olsun. (0,1) araligi
icinde diizglin dagilmig bafimsiz rasgele sayi-
lardan i'inci deneyde elde edilenleri u, ve Vj ile
gosterelim.”

t,, = M, eger (Uj.v,) noktasi Sekil 1 in tarali
kisminda ise, f(u,) ~ v, M
t; =0, egerf(u,) <v,M ==

- 1 L
fa = T El K

N deney sonunda elde edilen sonugtur. Bi . t

beklenen degeri gosterirsek,
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£ :
B | t. != I yazlabilir.

n

{

b. iki ayn rasgele say1 kullanmak yerine daha
basit bir yontemle de (1) integralinin sonucuna
yaklasabiliriz.

tg, = £(u)

- 1 N

t« = '—N_' lzl f(UI)
Yine,

-1
B % t, %= I
ilk bakista umulanm tersine bu iki yontemden
daha basit olani, b yontemi, digerine gore da-

ha kiiciik bir varyans vermektedir, sonuca da-
ha biiyiik bir hizla yaklasmak miimkiindir [8].
Monte Carlo yontemleri hakkinda bir fikir edin-
dikten sonra ikinci asamadan eliptik bir kismi
differansiyel denklemin kesikli ve siirekli Mon-
te Carlo yOntemleriyle ¢Oziilmesini inceleyelim.

Problem

Bir kenar1 100 °C da, diger lic yan1 0°C da tutu-
lan kare seklinde bir levhadaki durgun durum
1st dagilimint inceleyelim (Sekil 2).

Y? t=0

Q
=
ol @ N
[[]
et
e a =2
“f —i
t=0 X
Sekil 2.

«t» ile gosterilen 1sinin Laplace denklemine go-
re dagilmis oldugu bilinir:

3t Fr_ _
@ taw @

Karenin kenarlar1 a uzunlukta ise, denklemle
birlikte asagidaki smir sartlan problemin ta-
nimlanmasini tamamlar :

t(x,y') =0 x =a, 0Lry<ZL a
y=0 0<x<La
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y =a, 0 < x < aigin

t(xy) =10 x =a 0< y< a icin.

Bu problemin analitik ¢o6ziimii bilinmektedir [9]
ve bu nedenle sayisal c¢Oziimlerimizdeki yanil-
may1 bulmakta kullanilabilir.

4. KESIKLIi MONTE CARLO

Bu yontemde 1sinin yayilmasi bir i1zgara tize-
rindeki rasgele yiiriiylis yardimiyla elde edilir
(Sekil 3). Deterministik sayisal yontemlerde ol-
dugu gibi, verilen (2) denklemi sonlu farklar

Y} — = Ax——-

J+l

— -
X

141

Sekil 3.

denklemine cevrilir. Eger tjj , (ij) noktasmdaki
1s1y1 gosterirse ve Uglincll agamadan daha yuka-
r tirevli terimler ihmal edilirse asagidaki iki
Taylor seri acilisi elde edilir.

o .3t {(AX) Pt
too= i, - A MY 3x2
AxP t
___(__§T__ AN (3)
at (A*)2 a’1
ti-i-l.] S t,,( + AX ax. + 2| axz
AxXR 4]
+ 3 ax3 (4)

(3) ve (4) denklemlerinin 'taraf tarafa toplami
(3’t/9x%) igin bir yaklastm verir:

2

a1
t,.,., + twlwl s 2 tM + (A*)z 3X2
azt == *I_!'! _2t:.l + ?J +1) (5)
ax (A*)*
Benzer islem (9°t/3y’) icin de yapilirsa,
Pt by =2yt ©)
3y* (Ay)®

elde edilir.
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Laplace denklemi (2), icine (5) ve (6) da elde
edilen sonlu fark yaklasimlar1 yerlestirilirse ve
A* = Ay = h alinirsa,

PR T Rl T R el ATS Bl
M = 4h?

(7)
bulunur.

Deterministik sayisal yontemlerle Laplace denk-
leminin ¢6ztimi, (7) denkleminin her nokta icin
yazilmasi ile elde edilen sonlu farklar denklem-
leri sisteminin ¢oziimiine donustir.

Simdi de olasiliksal bir yonde problemi ele ala-
Iim. Ismin levha istiinde yayilmasini, Sekil 3
deki noktalara ugrayarak yapilan bir rasgele
yuruytlise benzetelim. P (i,j), (i,j) noktasinda ol-
manin olasiligin1 gostersin. Yuruyusli yapan ci-
sim bir adimda kii¢iik karelerin ancak bir ke-
nar1 boyunca ilerliyorsa ve bir noktadayken esit
olasiliklarla komsu dort noktadan birine yone-
liyorsa (i,j) noktasinda olmanin olasiligl, bir
adim once komsu dort noktada olma olasilikla-
rinin toplamina esittir.

) 1 1 . s
P (ij) = 2 P (i+1j) + < P (i—1,§)

1 .
+ —_ P (ij+1)y + P (i,j-1) (8)
(7) ve (8) denklemlerinin aynmi fiziksel olay1 ta-
nimladiklar1 agiktir.

Sozu edilen rasgele yuriyusu asagidaki algorit-
maya goOre bilgisayar icin programlamak cok
kolaydir.

4.1. Kesikli Monte Carlo Algoritmasi

ADIM 1. Yolculuk sayilarin1 saymak icin kulla-
nilacak Y sayicisini sifirlayin.

ADIM 2. Koordinat parametrelerini (1J), bas-
langig noktasinin (N,) koordinatlarina esitleyin.

ADIM 3. 0 ile 1 arasinda dagilmis bagimsiz ras-
gele say1 dizisinden bir R sayist alni. R nin
degerine gore esit olasiliklarla komsu nokta-
lardan birine gidin, (6rnegin 0<R<0,25 ise so-
la ilerleyin, yani I parametresini bir arttinn).

Eger yeni ulasilan nokta bir smir noktasi ise,
ADIM 4 e aksi halde ADIM 3 e gidin.

ADIM 4. Ulasilan simr noktasina ait sayiciyt bir
arttinn. Yolculuk sayisimi veren Y sayicisini bir
arttinn. Y nin degeri onceden belirlenen bir
ust limite ulastiysa ADIM 5 e, aksi halde ADIM
2 ye gidin.

ADIM 5. Her siir noktasi i¢in ayrilan sayicinin
icindeki sayiy1 (bu noktadan toplamda kac ¢i-
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kis yapildigim1 gosteren sayiyl) bu noktanin si-
nir degeri (bizim problemimizde 0 veya 100)
ile carpin. Bu carpimlar1 toplayin ve Y sayisi-
nin icindeki sayitya (toplam deney sayisina) bo-
liin. Buytik deney sayilan i¢in bu bolim N,
baslangic noktasindaki 1siya yaklasir (*).

Dikkat edilirse yukardaki algoritma ile levha-
nin cevresinde cesitli sinir noktalarinda uygu-
lanan ismin N_ baslangi¢ noktasina olan etkile-
ri, bu noktaya yakmliklan ve smir degerinin
buytikligi ile artmaktadir. Bu da fiziksel ola-
yin temel niteligidir.

5. SUREKLI MONTE CARLO

Stirekli Monte Carlo yonteminde ise, Sekil 3 de
goriilen 1zgara uzerindeki kesikli hareket yeri-
ne Sekil 4 de goruldiigt gibi bir baslangic nok-
tasindan baslayip bir cember cevresi Uzerinde-
ki noktalara esit olasilikla gidilir. Cemberler
coziim alani igcinde kalmak kosuluyla her bi-
yukliikte olabilir, hattd cemberden baska se-
killer araciligiyla da rasgele ylirliyiis yapilabi-
lir [10].

Sekil 4.

5.1. Siirekli Monte Carlo Algoritmasi

ADIM 1. PAY ve PAYDA adli iki sayiciyr Gifir-
layin.

ADIM 2. Koordinat parametrelerini (X, Y) bas-
langic noktast1 N m koordinatlarina esitleyin.

ADIM 3. (X,Y) noktasini merkez alan, ¢coziim
alaninin igcinde kalan en biliylik cemberi cizin.

(*) Burada sunulan algoritma yOntemi kolay aciklamak
amaciyla verilmistir. Bilgisayar i¢in daha verimli bir
sekilde uygulanabilir, Ornegin her sinir noktast igin
bellekte bir yer ayrilmasina gerek yoktur.
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-BunquJgf' Sviesiide"e'sit  ofasiliklaFianbakgele 'bir
iiSItta: 'secih v~ Y~ f*afam-etieierifii'Jbii? yeni
noktanifikilerei egitleyitiAl'geT > '(X,Y<J ridktasi ¢o-
Zii'm'Jalaniriin"Sevresiifé'igizilen' belirli* bir raaf-
jih 1(mi),4fcin'ae ise 'AUIM '4 e «idin/ aksi' halde
ADIM 3*i‘'yineleyin., > :/>¢" "o e l'e!

-ADIM 4IPAY; sayiGisina'nulasilan sinirdaki  si-
ermv degerini” ekleyin? 1 PAY1DA":sayisina bir-- ekle-
-yin'ijEger- PAYDA/dakiJisapl?ériceden belirlenen
1biari'lisbdimite ulastiysa'/itADIM ;5e; aksi'Jhalde
-ADIM. 2yel gidin.< nhzM: v ' jlr =K

ADIM 5. PAY1 PAYDA ya boliin, sonug N_ nok-
tasindaki 1s1 icin aranan yaklasimi verir.

6. SOttU(; e oy
“y, A jtw.
* Bu.yazida MontelCaclo iydm temler1 hakkmda ge-
neJL bilgi verilmisi yen bgsitidir fisi? probléminin
iki Monte Carlo yontémi'iile nasil /¢oziilebilece-
g+ fgosferilmistiF.y'Biirarada pek: ¢ok onemli ko-
ny, )amacinr"digin'ai"tagmamak -igin 'ele iSiMiina-
HMStis. 6rnegin; dahasikarmagik < denklemler.'ve-
rildiginde c¢esitli yonlerde ilerlemenin .LoTa'sli-
81 [11], deney birgok kez yinelendiginde elde
cufuk sayist (blsz‘argoAﬁTﬁmf‘z—d_é-la.{Y ve-
yal CAYDA) ile folanv111§klsl{12] -bin yolculuk
i¢in” beklenen aalmAsﬁylsr icerdeki ki 'nokta
arasm'daki “HareRefln’ olasrllgr sonuctaki Ldogru
basamaklar‘m"""sayr's\r[l‘ﬁ] gibi konular tartisil-
madt. -->UTU

. VS |
Kes1kl1JVIp_r‘1£e Carlojicin _\Lgplen algorltmla bel-
lek vor1u11denfcge11§tIJ§H"elb11eeel ~gibi, ¢akismamiz
sur sthda daha _¢.gfo”ellek kullanma pahasrna bir
yolcululej sirdsmdgAigranan noktala heik|kinda-
k1 brlgrler“ de- saklanarak «gegmrg]errﬁ ustiiste

P laniviak Bt i

bmdmlmesr» ycmtepl gqhgtp-rldr [14/]

MonteACarlcTA yomemleFImn diger/ sayisal yon-
temlefle’ er§1la§t1r\c'1‘01a*§mdan _ashgidaki konug-
lar-¢ikmak-tadiF.'= ATREA s o~

1. Coziim, biitiin ¢éziim alaninda degil de ala-
nin bir veya birka¢ noktasinda istenirse, ancak
Monte Casio. nydalejalejudiger«n's'ktalardaki ¢&k-
ziiml bulmaksizin istenen nokta veya noktalar-
daki' ¢ozilifil "ve'rir.t «">%e 7 Tt n

2. Monte™ Carlo yontemlerl * ¢ok. 1§1em gerektrr—
melerrhe kar§111k determlm tik ' y Sriteitilerdeki
bayTik tatfisiérin’ 'sAfas masinl* Setekfiffmemek-
tedi,r:-,Bu,d.a glinlimjiz{in».kii¢lik - belleklifve ¢ok
hizl, bilgisayarlar1 “¢invonemli' bir ozelliktir.

"o

3 Monte Carlo yontemlermde "dogruluk”, "¢o-
Ziri alamrun boyutlarmdan bagimsizdir,, halbu-
ki, determfms tik sayisal .yontemlerde boyutlarin
artmas1 ile'dogruluk-azalar [15].
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Kdsaea) yaklagik “-sonu¢lann) yeterli' 10ldugu, t <mii-
‘hendisliki lu.ygulamafaunnd'af/. kii¢iik bellekli- Fu'zk
bilgisayarlar i¢in Monte' Garlo 'yontemleri aligi-
lagelmis deterministik sayisal yontemlerden da-
ha iyi sonuglar verebilirler. L
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