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Geri Beslenmig Sistem StaMlitesinde Koklerin
Geometrik Yeri

OZET :

Geri beslenmis sistem stabilitesinde biiyiik onemi olan karakteristik denklem kokleri-
nin agik cevre transfer fonksiyonu kazanci ile degigmesi, acik cevre sifir ve kutuplari bi-
lindigi taktirde denklemi ¢ozmeksizin incelenmis; neticenin miimkiin oldugu kadar kolay
ve cabuk elde edilmesini saglayan cesitli ozellikler belirtilerek misallere uygulanmistir.

Bir basit geri beslenmis kontrol sistemi ka-
rakterize eden transfer fonksiyon genel olarak
C () KG (s) : 4
= seklinde yazilabi-
R (s) 1+KG (s)
lir. Burada Sekil 1 den gorilecegi tizere, C (s)
cikan buytklik Laplas Transformasyonunu R(s)
giren  biliytikliik Laplas Transformasyonunu,
KG (s) ise ileri sinyal yolundaki blokun transfer
fonksiyonunu gostermektedir. K blokun kazanci
yani transfer fonksiyonun s=O konarak elde
edilen degeridir.

= K6(s) Cle)

Sekil: 1

Boyle bir sistemin davranist [I+KG(s)] C (s)
= R(s) ifadesine tekabiil eden diferansiyel
denklemle belirlidir. Karakteristik denklem ise
1+ KG(s)=O0 ifadesine tekabiil etmektedir. Mi-

1

sal olarak KG (s) = kabul edelim.

8
1
C(s) 145 1
== = veya
R(s) 1+ 1 S+2
1 +s

(s+2) C(s)=R(s) elde edilir,
d

Diferansiyel denklem

C(t) + 2C(t) = R(1)
dt

seklindedir. Karakteristik denklem ise s+2 = O

olarak bulunur; bu ifade ise misalimizde

1
I+KG(s) = 0 a tekabiil eden | +—= O
s+1
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dan bagka birsey degildir. R (t) = O konularak
elde edilen homogen diferansiyel denklemin ge-
nel ¢oziimii, —2 karakteristik denklemin kokii,
A da baslangi¢c sartlarinin belirttigi bir sabit ol-
mak tlzere Ae~" seklinde bulunur. Sistemin
girisine tatbik edilen R(t) nin birim basamak

fonksiyonu olmasi halinde esas diferansiyel
1

denklemin bir 6zel ¢o6ziimii — olarak elde edi-
2

leceginden genel ¢ozim C(t) = Ae" + —

2

olarak cikar. Goriiliiyorki ¢oziim gerek baslan-
gic sartlara gerekse sisteme giren buyiklik olan
R(t) ye tdbi olmiyan bir kismi ihtiva etmekte-
dir ki bu da karakteristik denklemin kokii olan
—2 ile belirlidir.

Sekildeki blokun transfer fonksiyonunu K bir
den farkli pozitif reel bir sayiy1 gostermek tize-
K
re——olarak kabul edersek, sistemin davra-
s+1
nisini karakterize eden denklem

—dC(t) + (K+1) C (t) = R (t) haline gelir.
dt
Karakteristik denklem ise s + (K+1) = O dir
ve homogen denklemin genel ¢oziimii Ae—"""")"
olarak elde edilecektir. Bu basit misal K nin sis-
tem davranisi uzerine tesirini gostermektedir. K
degeri biiylidiikge gecis (transient) daha kisa
miuddet devam edecek, baska bir deyisle, R (t)
nin meseld birim basamak fonksiyonu olmasi ha-
linde, c¢ikan biiytlikliik nisbeten daha kisa siiren
1
bir gecisi miiteakip — sabit degerine
2

yaklaga-
caktir.

Ele aldigimiz misalde karakteristik denkle-
min ¢Oziimi higbir giiclik arzetmemis bulunu-
yor. K ya muhtelif degerler vererek kokleri
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kompleks diizleme yerlestirirsek, geometrik yer
Sekil 2 den goriilecegi tlizere reel eksenin bir
kismi * olarak elde edilir. Gerek karakteristik
denklemden gerkse Sekil 2 den goriililyorki bii-

ﬁimajiner

K=2 K=3 K-0
-y -
S=3S=-2S=1 reel

sekil: 2

tiin pozitif ve reel K degerleri icin sistem stabil
kalacak'yani karakteristik denklem pozitif reel
veya reel kismi pozitif olan kompleks koklere sa-
hip * olmyacaktir.

. Aym dustincelerle Sekil 3 de gorilen sistem

Rdey_.] __K c3y)
2 T (s-1>s-3)
Sekil : 3
incelenirse Karakteristik denklem
lt—K= O veya (s*+1)(s+3)+ K= 0O
(s+l)(4 ?

olarak bulunur. K pozitif ve reet—katarak degis-
tigi taktirde, kokler —2 ~f VI—K ifadesinin
belirttigi sekilde degisirler. K nin sifirla bir ara-
sindaki degerleri icin her iki kok de negatif de-
gerlere sahiptir, bu taktirde gecis exponansiyel
azalma seklinde olacaktir. K nin bir den buyiik
egerleri icin ise homegen denklemin—genel cozii-
mi e-*« (Cos VK—11 + Sin V K — 11) ola-
rak bulunacagindan, gecisin titresimli olacagi
fakat titresim amplitiidiiniin zamanla exponan-
siyel olarak azalacagi neticesi cikar. Demekki bu
sistem de stabil bir sistemdir. Karakteristik
denklemi gercekliyen s noktalarinin . geometrik
yeri Sekil 4 de gosterilmistir. K nin sifir degeri
icin kokler —3 ve —1 dir. K sifirdan + 1 dege-
rine dogru artarken kokler biribirine yaklasir,
nihayet K=1 degeri icin her iki kok de biribiri-
ne esit ve —2 degerindedir. Knin £ 1 den iti-
baren daha biiyiik degerler almasi halinde, kok-
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lerden biri list digeri alt yar1 diizlemde kalmak
tizere reel eksenden uzaklasirlar. Boyle bir gra-
fik birkere elde edildikten sonra istenilen gecis
davranisint gergeklestirecek K degeri kolaylikla
tayin edilebilir.

Karakteristik denklemin ikinci dereceden da-
ha yiiksek olmasi halinde bahis mevzuu geomet-
rik yerin cizilmesi, veya tatonman yoluyla belli
bir davranisi gercekliyen K degerinin tayini,
komputer  kullanilmasini icabettirecek kadar
uzun hesaplar1 gerektirebilir. Koklerin  geomet-
rik yeri (root-locus) adini tasiyan metot ise ka-
rakteristik denklemin coziimiinii icabettirmeden
geometrik yerin c¢izilmesini miimkiin kilmakta-

dir.
§ imajiner _
}
J3
K= J22
Lol
iO K=1'_ -
-3 -1 reel
=3
K=5
L §
Sekil: 4

Metodun esas1 1 + KG (s) = O ifadesini sag-
Iiyan s degerlerinin aranmasi yerine, KG (s) in
acisint —180° veya m bir tam sayiy1r gostermek
lizere —180° -(- m360° yapan s noktalarinin
aranmasi, daha sonra da bu ac¢i sartini sagliyan
her bir s noktasina tekabiil eden ve KG (s) in
genligini bir yapan K degerinin tayini {izerine
dayanir. 1 + KG (s) = O ifadesi yerine

1
G(s) = —180° -j- m360° ac1 sart1 ve G(s) = —

K
genlik sart1 olmak tlizere iki ayr esitligin kulla-
nilmast geometrik yerin tayininde bir¢ok kolay-
Iik temin etmektedir.

Genel olarak bir sistemin acgik cevre transfer
fonksiyonu ele aldigimiz misallerde oldugu gibi
yalniz kutuplan degil, sifirlarn1 da ihtiva eder.
Sistem acgik cevre transfer fonksiyonu Sekil 5 de
goruldugu tizere Z sifinm ve Pj, P,, P, kutup-
larin1 ihtiva ediyorsa, s geometrik yer lizerinde
bulunup bulunmadigi arastirilan bir deneme
noktast olmak lizere aci sarti:
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§ imajin«r
: s
Fs
g
rd q reel
4('- ~
sekil 5
a—(/S1 + £2 + A) = —180° (- m360°

olarak yazilabilir.

Bahis mevzuu s noktast icin bir iletki ile
«. Pi1 02. & acilan Olciilecek olursa esitligin sag-
lanip saglanmadigi hesaplanabilir. Gayet basit
bir alet olan Spirale ise yukardaki islemi daha
kolaylikla yapabilmekte, sekil tizerinde gezdiril-
diginde ayrica toplama ve cikarmayir gerektir-
meden dogrudan dogruya sifir ve kutup acilar
arasindaki farki gostermektedir. Bu fark -180°
-£ m360° sartin1 gergeklemedigi taktirde, isle-
min baska bir deneme noktasi icin tekrarlanma-
sinin icabedecegi asikardir.

Ac1 sartin1 saglayan noktaya tekabiil eden K

SZ 1
degeri S—Pl—;f—,:;r,s— K amplitiid sartindan

s_Z,gi’j,;Pj,s_Ps mesafeleri Olclildiikten  sonra
hesaplanir. Eger Spirule kullanilirsa bu iglemin
daha kolaylikla yapilmasi mimkiindiir.

Buraya kadar anlatilanlar geometrik yerin
ancak ve ancak tatonman ile elde edilebilecegini
gosteriyorsa da, asagida siraliyacagimiz bir c¢ok
ozellik isi kolaylastirmakta, ve hattd bazi prob-
lemler hakiki geometrik yer yerine tayini cok
kolay olan asimptotlarin ve birkac o6zel noktanin
bilinmesiyle kafi bir yaklagiklikla coziilebilmek-
tedir. -

Ozellikler kisaca soyle ozetlenebilir.

1) Geometrik yerin muhtelif branglart acgik
cevre transfer fonksiyonu kutuplarindan baglar
ve brang sayisi acik cevre transfer fonksiyonu
kutuplarinin sayisina esittir:

Geometrik yeri K nin degisen degerleri icin
1 + KG(s) = O ifadesini sagliyan s noktalari-
nin tegkil ettigi disiliniiliirse, K = O oldugu tak-
tirde esitligin saglanmasi ancak G (s) in sonsuz
olmasiyle kabildir. G(s) i sonsuz yapan s de-
gerleri ise bu ifadenin kutuplarina esit s deger-
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leridir. Bu sekilde acik cevre kutuplarina geo-
metrik yer lUizerinde K= O. degerinin tekabiil ede-
cegi goriliiyor. Branglarin sayisi ise belli bir K
degeri icin coziim teskil eden s degerlerinin sa-
yisina esittir, ki bu da 1 + KG(s) = O ifadesi-
nin derecesi demektir. Fizik olarak gerceklesti-
rilebilen sistemlerde G(s) ifadesinin kutup sayi-
s1 sifir sayisindan yliksektir; bunun neticesi ola-
rak da 1+KG(s) = O ifadesinin derecesinin ya-
nm geometrik yer brang sayisinin G(s) in kutup
sayisina esit olacagi sOylenebilir.

2) Acik cevre transfer fonksiyonu  sifirlara
sahipse branglarin bir kismi bu sifirlar iizerine
kapanir, geriye kalan branslar ise sonsuza uza-
nir:

Bu ozellik de gene geometrik yeri 1+KG(s) =0
denklemini sagliyan s noktalarimin teskil et-
tigi dusuntlerek gergeklenebilir. K nin sonsuz
blylik degerleri icin bu ifadenin ¢oziimleri
G(s) 1 sifir kilan s degerlen yani acik cevre si-
firlaridir. Bu sekilde branglarin bir kisminin K
nin sonsuz biyilik degeri icin mevcut acik cevre
stfirlarina erigecegini gormiis olduk. Geriye ka-
lan acik cevre kutup ve sifir sayilar1 arasindaki
farka esit sayida brang sonsuza uzanir zira s nin
sonsuz bliylik degerleri de G (s) i sifir yapabi-
lecektir.

3) Geometrik yerin sonsuza uzanan brangla-
360°
rina ait asimptotlar1 arasindaki aci
P—-Z
dir. Burada P acgik cevre kutuplari, Z ise acik
cevre sifirlar1 sayisini gostermektedir. Reel ek-
senle asimptotlara yaptigi en kiiciik ac1 ise

180°
—dir:
P—Z
. . 1
1+KG () =0 ifadesi G (s) = — z

seklinde yazilabilir, s nin sonsuz biiylik degerle-

ri icin G(s) n=P — Z olmak {izere ln kabul
s

edilebilir. Bu ifadenin aci1 sartini sagliyabilmesi
I's 4. 180° ip m360°

L = olmasi ile mimkiindiir.

P—Z

Burada m ye muhtelif degerler verilerek muh-
telif asimptotlarin reel eksenle yaptiklari agilar
elde edilir. Asimptotlar arasi ag¢i ile asimptotla-
rin reel eksenle yaptigi en kiiclik acinin degen
bu ifadeden goriilmektedir.

4) Asimptotlarin baglangic noktasinin  reel
eksen tlizerinde ve acik c¢evre sifir ve kutuplari-
nin agirlik merkezinde oldugu kabul edilebilir.
Buna gore kutuplarda birim kiitle, sifirlarda bi-
rim negatif kiitle bulundugu ve p,, p,, p,... Un
meveut acgik cevre kutuplari, z,, z,, z,... Uin de
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sifirlarinin  absislerini  gosterdigi
baslangic noktasinin absisi
(P1+P2+P3-) —(Z!'+2z,+Z..)

dugstintiliirse,

ifadesi ile he-

P—Z
saplanabilir.

5) Sonsuza uzanan branglarin iki veya daha
fazla olmasi halinde yani P—Z=n2>.2 ise kapa-
I1 cevre transfer fonksiyonu kutuplarinin agirlik
merkezi K nin degeri ne olursa olsun degismez
ve reel eksen lizerindedir:

Kapali cevre transfer fonksiyonu Sek. 1 de
KG (s)
» dir. Bu ifade-
1 + KG (s)
nin kutuplarinin 1 + KG (s) = O m kokleri ol-
dugu asikardir. Bu koklerin s, s,, s... oldugunu
kabul edelim. G¢(s) ifadesi a ve b ler reel sayi-

lar1 gostergl lizgre 2 3
Sl FDES £ byt 1p ¢

goriilen sistem igin

e

LIPS 1
S’ +aJS +a,a -r%}

seklinde yazilabilirr P—Z=2 kabul edersek
1+KG(s) = O ifadesi

JP4a ar- 4o (a,+K)s"-*+ ... =0
olarak elde edilir. Su halde koklerin toplami
Si+s,+s,+.. ....= - a, dir ve K nm

degerine tab1 deglldlr

6) Reel eksen tizerindeki bir noktanin sag
taraflbndaki kutup ve sifir toplam tek sayida ise
bu nokta geometrik yere aittir:

BoOyle noktalarin ag¢i sartini sagladigi  kolay-
likla goriliir.

7) Reel eksen lizerindeki acik c¢evre kutup-
larindan baglayan branslarin reel eksenden ay-
rilma noktasi, biitiin agik cevre kytup ¥ sifirla-

rinin reel olmasi halinde 22— —
I x—p,
1 X—Z7, 1 pk——X 1 Z—X

ifadesinden hesaplanabilir. Burada x ayrilma
noktasinin P ve Z ler ise sirasiyle kutup ve sifir-
larin absislerini veya orijine olan uzakliklarini
gostermektedir, n ve m x noktasinin sagindaki
k ve 1 ise solundaki kutup ve sifirlara tekabiil
eden indislerdir. Sekil 6 da goriildiigii gibi ayril-
ma noktasina ¢ok yakin geometrik yer lizerinde-
ki bir A noktas: i¢in a¢1 sarti, agilarin tanjantla-
rinin radyan degerlerine esit oldugu kabuliyle.

Al Al Al Al , Al
X-, X— 7z pi—x z,~—X Ps—X
1 x 1

X—Pp; X—Z_ Po—x Ze—Xx  p,—)
olarak yazilabilir ki bu da yukardaki ifadeden
bagka birsey degildir. Umumiyetle ayrilma nok-
tasinin yeri yaklagsik olarak bilindigi taktirde
denklemin dogrudan dogruya coziilmesi yerine
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’1 ImoJInK
JT 7
rt«t
1
r Q — "
%
! h ;

Sekil: 6

x e degerler verilerek tatonman yapilmasi neti-
ceye cok daha kolay ulastirir.

8) Ayrilma noktasinin tayini bakimindan
kompleks sifir ve kutuplar reel eksen tlizerinde
esdeger tesirli bir gift sifir veya kutup olarak
nazari itibara alinir:

Sekil 7 de goruldigi gibi orijinden x uzakli-
gindaki bir ayrilma noktasina nazaran B nokta-
sindaki bir ¢ift kutup, kompleks P, ve P, kutup-
larina esdegerdir. Hakikaten A noktasinda ag1

& imajiner

rael

Sekil: 7

sart1 yazilirken Pj, P, kutuplarinin varligi dola-

—— —_

yisiyle P, A ve P, A vektorleri ag1 ifadesine
y—S degerinde bir aci katar. Seklin geomet-
risinden y=a+p ve <*=/3+8 esitlikleli yazilabi-
lir. Bu iki ifadeden y—8=2/3 bulunur.

Kutuplardan A noktasina uzanan vektorlerin
actk cevre tarnsfer fonksiyonuna bagisladigi
act, 24 mutlak degerinde pozitif bir acidir. _Px_x
eP noktasindan ¢izilen dikmenin reel ekseni
kestigi B noktasindan A ya uzanan vektoriin reel
eksenle yaptigi aci ise Ax mesafesi ¢ok kiiclik
oldugundan P kabul edilebilir. Bu noktada cift
kutup bulunduguna nazaran da aci 2/3 olacaktir.
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Buradan anlasiliyorki yaklasitk ayrilma nok-
tast secildikten sonra bu noktayr kompleks ku-
tup veya sifirlara birlestiren dogruya cizilen dik-
melerle esdeger reel, cift sifir ve kutuplar bulu-
nur, bundan sonra da 7. oOzellik kullanilarak tah-
minin iyi olup olmadig1 arastirilir.

9) Branglarin imajiner eksenle kesim nokta-
larina tekabiil eden frekans ve K kazancimin de-
geri 1+KG (s) = O denkleminde s yerine j<o
konulup reel ve imajiner kisimlar ayr ayri sifi-
ra esitlenerek bulunur.

Routh Testi ile de bu malumatin elde edilmesi
miimkiindiir.

10) Bu metot geri besleme yolunda Sekil 8
de gorildiigii sekilde transfer fonksiyonu AF (s)
olan bir blokun bulunmasi halinde de kullanila-
bilir.

RES) KG(s) ¢
AF(s)
Sekil: &

Bu taktirde agik cevre transfer fonksiyonu
KG(s) AF(s) ve Kkarakteristik denklem de
1 + KG(s) AF(s) = O dir.

Yukarda siraladigimiz = Ozellikleri nazan iti-
bara alarak geometrik yerin ne sekilde oldugu-
nu bir kac misalde inceliyelim.

Misal 1
s+4
G(s) = olarak verilmis olsun.
(s+2) (s19)
Acik c¢evre kutuplart s = —2 ve s=—9
Acik cevre sifir1 ise s = — 4 diir.

Geometrik yer, acik cevre kutuplari sayisi iki
olduguna nazaran iki bransa sahiptir. Branglarin
K=0 a tekabill eden baslangic noktalan s= —2
ve s= —9 dur. Bu branslardan birisi K = os
degeri icin acgik cevre sifiri olan -4 noktasina
ulagacak, digeri ise sonsuza uzanacaktir. Sonsuza
giden brans asimptotuyla cakisacak yani reel ek-
senle yaptigr ac¢1 180° olacaktir. Ayni zamanda
reel eksenin —2 ile —4 arasindaki kismi sag ta-
rafta tek bir kutup bulundugundan geometrik
yere aittir. Her iki brans da reel eksen lizerinde
bulunuyor, brans sayist ikiden fazla olamiyaca-
gina gore baska brang aranmasina lizum yoktur.
Netice Sekil 9 da gosterilmistir.

Bu misal icin karakteristik denklem klasik
yolla K nin muhtelif degerleri icin c¢oziliirse
ayn1 neticelerin elde edilebilecegi asikardir.
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imajmer
K.o. K=0 K=~ K=0
_5 -4 -2 reel
Sekil: 9
Misal 2
s+9 .
G(s) = kabul edelim.
(st1) (st4) (s + 10)
Acik cevre kutuplari =—1, =—4 ve
s = —'10,
Acik ¢evre sifirt ise s = — 9 dur.

Geometrik yer li¢ bransa sahip olacak bun-
lardan birisi K = OB icin, s = — 9 acik devre si-
firna erisecek diger iki brans ise sonsuza uza-
nacaktir. Asimptotlarin sayis1 iki dir; bunlarin

180°
reel eksenle yaptigi en kiiciik ang= 90°,
360° ‘
aralarindaki aci ise = 180° olacaktir.
2

Kapali cevre kutuplarinin yani 1+KG (s) ifa-
desi sifirlarimin  vektorel toplami sabittir ve K
nin degerine tdbi degildir. K=O degeri icin
bransglar acik cevre kutuplarindan basladigina
nazaran 1+KG(s) = O ifadesinin K= O icin
kokleri — 1, —4, ve —10 dur. Bunlarin toplami
—15 vermektedir ki bu deger acik cevre kutup
sayisi, sifir sayisindan iki buylik olduguna na-
zaran K nin degismesine tabi olmiyacak ve dai-
ma ayni kalacaktir. Demekki 1+KG(s) = O ifa-
desinin herhangi bir K degeri icin koklerinden
ikisinin bilinmesi halinde tiglincii kok kolaylik-
la hesaplanabilir.

Asimptotlarin baglangic noktasi verilen ifa-
—1—4—10—(—9)
deye gore 3 = — 3 olarak

bulunur.

Sag tarafta tek sayida sifir ve kutup kalmasi
bakimindan reel eksenin —4 ve —1 arasindaki
ve —9 ile —10 arasindaki kisimlart aci sartini
saglar; geometrik yere dahildir.

K=0O icin —1 ve —4 kutuplarindan c¢ikan
branglar K nin belli bir degerine kadar reel ek-
seni takibedip sonra ayrilirlar ve birisi yukari-
ya digeri asagiya kivrilarak K > co i¢in asimp-
totlara yaklasip sonsuza uzanirlar.

Ayrilma noktasi orijine x mesafede ise

1 1 1

x—1 4—x 10—x 9—x
ifadesinden tatonmanla x = 2,54 olarak bulunur
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Bukadar malumatla geometrik yer takriben
cizilebilir, ac1 sartinin saglanip saglanmadigim
aragtirmak igin iletki veya Spirale kullanilmasi-

imajiner
: K-
| B
I
|
l
] 13
12
11
K=Q B, .K=- k=0 K=0
-10 -9 -4 -1 reel ,
8
Sekil: 10

na lizum kalmadigi goriiliiyor. Geometrik yer
lizerinde, herhangi bir noktada K degerinin ne
oldugunun bilinmesi 'istenirse mesafeler Olciile-
rek amplitid sart1 kullanilir veya Spirule ile bu
deger tayin edilir. B noktasina tekabiil eden K
degeri Olgme ile 62 olarak bulunmustur. Aym K
degeri icin diger kokler B, ve B, olacaktir.

Misalimizde K nin kiiciikk degeri icin karak-
teristik denklemin her ug¢ kokuniin de reel ol-
dugu ve_bu durumun ayrilma noktasina kadar
devam ettigi goriliiyor. Ayrilma noktasinda iki
brans catistig1 icin t¢ reel kokten ikisi esit ola-
cak ; K nin daha biiytik degerleri icia ise birtek
reel, iki kompleks konjiige kok elde edilecek-
tir. Ayrilma noktasina tekabiil eden K degeri icin
sistem kritik sondirilmiustiir. Bu noktadaki K
degeri
J : (»>—2,54) 6.46

" (10—2,54) (4—2~54) (2,54—1)= 1,54x1,46x7,46
amplltud §artmdan 2,6 olarak bulunur.

K = 2.6 igin karakteristik denklemin iki ko-
kii —2,54 degerine esittir; ticlincii  kok ise —9
ile —10 arasindaki uglincii brang uzerinde bulu-
nur . Koklerin toplami —15 olacagina nazaran
uguncu kok —9.92 degerinde c¢ikar geometrik
yer sekil 10 da gosterilmistir.

Misal 3: - -
1

ise

G(s) =
S+ 1 (s+4) (s+10) )
Acik cevre kutuplant —1, 7—4, ve —10 dur.

 Geometrik' yer ii¢ bransa sahiptir. Branslar
K=0 icin —I, —4 ve —10 noktalarindan bagh-

18°

yarak KH> o icin sonsuza uzanirlar. Asimptot
sayis1 ucdur.

Asimptotlarin  baslangic noktast: )
Ty St 1

='—5 olarak c¢ikar.

3
As%glogtotlarm reel eksenle yaptig1 en kiigik
agcl———= 60°,
360° 3

asimptotlar , aras1 ag1

= 120° dir. _
toal
Kapali c¢evre kutuplarinin yani karakteristik
denklem koklerinin vektorel toplami Knin bi-
tin degerleri icin sabit ve —1 + (—4) +(—10)
= —15 degerine esittir.

Reel eksenin —4 ile —1 arasindaki kismi ile
—10 noktasinin solunda kalan kismi ag¢i sartini
saghadig1 icin geometrik yer lizerindedir.

& fenajiner
I

/
*\ 7.35
|

K=0 /K=0

" -b Vg

|
\ -1 reil

l— ve —4 den baslayan branglarin reel ek-
senden ayrilma noktasimnin orijine »ggiriigt
1 1 1

4.
X—1 10—X 4—X
ifadesini gercekleyen x =
la bulunur.

SeMi : 11

2,35 olarak tatonman-

Geri besl]enmi§ sistemi kriﬁik sonimlii kilan

K degeri: ifa-
K (2,35—1)1(4—2,35) (10 —2,35)
desinden,17 olarak elde edilir.

Karakteristik denklemin bu K degeri igin iki
kokii biribirine esit've —2.35 degerinde l'.igﬁncii
kok ise —10,3 degerine esittir. Knin kritik ' s6-
niimé tekabiil eden's degerden--daha'biiyiik olma-
st 'halifide geri beslenmis s1stemm ge<;1§ davra-
nist titresimlidir.
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Stabilite limitini yani branglarin imaginer
eksenle kesim noktalarini tdyin etmek igin
1+KG(s) = O ifadesinde s = jw koyalim :

K s 0
1+7Tw + 1) (jw +4)(jw +10)
veya —j w — 15tu® + 54ju? +404K=0
bulunur, imajiner kisim jiy (— w* + 54)

sifira esitlenirse kesisme noktalarimin ordinati
to =+ 7,35 elde edilir.

Reel kismin sifira esitlenmesiyle
—15w’ + 40 + K = O bulunur.

Bu ifadede «>’ = 54 konularak K = 770 elde
edilir. Stabilite limitinde karakteristik denkle-
min iki adet ~7,35} e esit imaginer koki bir
de__ 15 degerinde reel kokii bulunur. Reel ko-
kiin degeri gene koklerin vektorel toplaminin
—15 degerine esit olmasindan istifade edilerek
hesaplanmistir. Bu misale ait geometrik yer se-
kil 11 de gorulmektedir.

Misal 4
1
G(s) = e————olarak verilmig olsun.
s(s>+ 12s+45)
Acik c¢evre kutuplart 0, —6 +3j ve —6—3j
degerindedir.

Ucg sonsuza uzanan brans ve iic asimptot bu-
lunur.

Asimptotlarin baslangic noktasi
04 (—6) +{(—6)

3

Asimptotlarin reel eksenle yaptigi en kiigiik
ac1*60° ve asimptotlar arasi aci ise 120° dir.

= -4 olarak elde edilir.

Reel eksenin negatif tarafi geometrik yere
aittir, zira bunun tuzerindeki herhangi bir nokta-
nin saginda bulunan kutup ve sifir sayilari top-
lam1 tektir. K degerinin artmasiyle komplex ku-
tuplardan bashiyan branglarin reel eksene inip
biribiri ile karsilagmast bu eksen uzerinde bir
miktar ilerledikten sonra tekrar ayrilip asimp-
totlara yaklasmasi beklenebilir. Bu branslarinda
reel ekseni takibetmesi halinde karakteristik
denklemin her ui¢ kokiiniin de reel olmasi icabe-
decektir.

Ayrilma noktas1 bu misal icin ikinci derece-
den bir denklemin ¢oziimu ile elde edilebilece-
ginden tatonman kullanilmasina lizum yoktur.

Sekil 12 den gortldigi gibi ayrilma nokta-
sinin Ada bulundugunu kabul edelim esdeger
¢ift kutbun A noktasina uzakhigi 1+m dir. Ayn-

ca dik tUggen oOzellikleri kullanilirsa 1 = — elde
m
edilir.

Ayrilma noktasinin gerceklesmesi gereken

Elektrik Miihendisligi 93

Wapmar

B x -31

Sekil : Iz

1 2 2
denklem bu taktirde = =
6—m 1+m

veyam' —4m + 3 =0

Buradan m,, = + 2 + V 4-3 = 3; 1 elde
edilir.

Bu netice absisleri —5 ve —3 olan iki ayril-
ma noktasinin varligin1 gosteriyor. Bunlardan
.—5 noktasina kavusma noktast demek biraz da-
ha makul gortiinmektedir, zira bu noktada komp-
leks kutuplardan cikan branglar reel eksende
kavugsmakta ve bu hal ikinci nokta olan —2 ye
kadar boylece devam etmektedir.

ki kritik noktaya tekabiil eden K degerleri
sirasiyle 50 ve 54 diir K bu degerler arasinda
degistigi taktirde, bu acik c¢evre transfer fonksi-
yonuna sahip geri beslenmis sistemin gecis dav-
ranig1 titresimsiz olacak yani karakteristik denk-
lemin biutiin  kokleri negatif reel kalacaktir.
K = 50 i¢in karakteristik denklemin iki koku
—5 luglincust  ise —2 degerine esittir. K = 54
olmasi halinde ise kokler —3, —3, ve —6 olarak
bulunur.

Sistemin stabilite limitinde K = 540 dir. Bu
taktirde reel kok —12, imajiner kokler ise
+_JVA5~= +J6.7 cikar.

Geometrik yer Sekil 13 de gorulmektedir.

Son olarak

G(s) =

olarak verilmis
s(s+a—jb) (s+a+jb)

geri beslenmis bir sistemin, bir veya bazi K de-

gerlerinde kritik sonimli olabilmesi i¢in a ve b

arasinda bulunmasi gerekli bagintiyr artyalim. a

ve b nin herikisinin de pozitif reel oldugunu ka-

bul edecegiz.

Sekil 14 a dan goriildiigii lizere b’ =1 x m
2

veya 1 = — yazilabilir,
m

19



imajtner

K=540
Kow <12

Sekil: 13

A ayrilma noktasi ise

1 2 2
= = sart1 saglanmaldir.
a—m 1+m b’
—+m
m
Buda 3m’ — 2am + b’ =0 denklemini verir.
a+Va —3b
Buradan kokler m,,, olarak

3
¢ikar, m in bir uzunlugu temsil etmesi bakimin-
dan pozitif ve reel c¢ikacagi asikardir. Demekki
kompleks kutuplardan ¢ikan branglar ancak
a’ ~ 3b’ olmast halinde reel eksen iizerinde bir-

lesebilirler. a’ = 3b’> hali kavusma ve ayrilma
noktalarinin g¢akismasina tekabiil eder. Sekil 14
b de geometrik yer a’ = 3b’ sartin1 sagliyan

1

G(s)= icin cizil-

(s+3— JV32) S+3 +JV3) B
mistir. Sekll 14c ise a sartina tekabiil eden
§ imaEner
-a+b
l‘ -'_f
_\ b
v A
i e — rael
f 0 -,ib
Sekil : 14 (@)

20

]majine|

K=T76
34 3
K=8Lo x reel
343

Kz 76

Sekil, Id(b)
L imayiner

K — oo

reel

Sekal -
1

14 (c)
#+

G(s) = icin takribi geo-
s(s+3—J2) (S + 3+J2)
metrik yeri gostermektedir.
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