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ABSTRACT

In this paper, H, norm performance index is
minimized under the constraint of H, performance
and the regional pole placement. The main objectives
of the problem of dynamic output feedback H, optimal
control with regional pole constraint is to minimize H,
norm of the closed loop transfer function matrix under
the system performance constraints. The problem can
be formulated a optimization problem involving LMI,
Lineer Matrix Inequalities. Recent years LMI are
extensively used in control system synthesis. LMIs are
employed in order to satisfy H, and regional pole
placement constraints as well as to obtain an
upperbound on the H, performance index to be
minimized.

1. GIRIS

H, kontrol yontemleri, optimal kontrol sistemlerinin
analiz ve tasariminda Onemli yer tutmaktadir. Ele
alman kontrol edilen sistem i¢in kontrolor tasariminda
amag, sistem davranist kisitlamalart altinda H,
performans Olgiitiinii minimize eden bir kontrolor
tasarlamaktir. Kapali ¢evrim kontrol sisteminin H,
normunun st sinirini, istenilen sistem davranisi
kisitlarin1  saglayacak sekilde en az yapacak H,
optimal kontroloriin  tasarimi  ele alimmaktadir.
Tasarlanan kutup atama kisitlamali kontrolor ile hem
sistemin H, norm davranisi 6l¢iitii saglanmakta hem
de bolgesel kutup atama ile de sistemin istenen gegici-
hal davranig Olgiitleri saglanmaktadir. Kapali ¢evrim
sistemlerinin atanacak kutuplart i¢in sol yar1 kompleks

diizlemde secilen  bolgeler, gegici  cevap
karakteristikleri ~ i¢in  bir  gOsterge  olarak
degerlendirilir. Bu yilizden kapali gevrim kutuplari

{izerine bazi kisitlamalar getirmek gereklidir. Istenilen
kisitlama bolgesi, birkag matris esitsizlikleriyle
gosterilebilir. Bazi durumlarda kutup atama bdlgesi D
secilen birkag bolgenin arakesiti olabilir. Bu LMI

bolgeleri, séz konusu kontrol problemlerinin birgok
pratik gereksinimlerini karsilar.

Lineer Matris Esitsizlikleri (LMI’lar) kapali ¢evrim
sistemi iizerinde birkag kisitlamayr bir arada
kullanmada o6nemli 6lgiide kolaylik saglamakta ve
kontrol alanindaki bir¢ok analiz ve tasarim
uygulamalarinda genis c¢apta kullanilmaktadir. Bu
calismada ise dinamik ¢ikis geribeslemesi durumunda
ele alinan H, optimizasyon probleminin gesitli kisitlar
altindaki LMI modelleri kullanilarak dinamik H,
optimal kontrolor tasarimi yapilmistir. [1-6,9,12].

Sistem ve kontrol teorisinde birgok problem, LMI
’larla modellenerek ve konveks optimizasyon
problemleri olarak ele alinarak etkili niimerik
algoritmalarla ¢oziilebilmektedir. [11,12]

2. H, OPTIMAL KONTROL

e Sistemin Genel Blok Diyagram ve
Durum Uzay1 Denklemleri

Genel H, optimal kontrol problemine iliskin blok
diyagrami Sekil 1 de wverilmistir. Bu blok
diyagraminda; w dis giris vektoriinii, u giris kontrol
vektoriinii, P kontrol edilen sistemi igeren Planti, z yi
olusturan z, H, norm davranigini saglayan kontrol
edilen diger c¢ikist gosterir. y ise Olgiilebilen
biiyiikliiklere iliskin ¢ikis vektorlerini ve K da cikis
geribeslemeli ve dinamik yapida baska deyisle transfer
fonksiyonu K(s) ’e sahip bir kontrolorii gosterir. Dis
giris vektorii, genel olarak w=[r d n]" olarak iig
vektore ayrilarak gosterilebilir. Burada r ,referans
girigleri, d bozucu girisleri, n ise giiriiltii tipi bozucu
girigleri igeren vektorleri ifade eder. z ve y ¢ikislari,
dis  girisler disginda  herhangi  bir  sistem
degiskenlerinden uygun olanlarin hepsi, birka¢1 yada



biri secilebilir. Bunun disinda dlgme ¢ikist vektorii y
’nin elemanlarindan biri referans giriste olabilir.

z2=17,

N

P

u=K(s)y
Dinamik
cikis
geribesle-
mesi

K

Sekil 1. Optimal Kontrol problemine iligkin genel bir
kapal1 ¢cevrim kontrol sisteminin blok diyagrami

Plant ve kontroldriin durum uzayi denklemleri ve
matrisel gosterimleri agsagida verilmistir.

Plant P:

X =Ax+B;w+B,yu
z, =Cx+D;w+Dyu (D

y= ny +Dyw+Dyyu

Kontrolor K:
XA B 3)
u=CKxk +DKy

w vektor girislerinden z vektorii ¢ikislarina ait kapali
¢evrim kontrol sisteminin transfer fonksiyon matrisi
T,y ‘ye iliskin durum uzay1 matematik modeli,

T, w:

Xel = Aclxcl + Bclw

4)

olarak tanimlanir.

Kontrol edilmek istenen sistem, sinirli boyutlu lineer
zamanla degigmeyen (LTI) bir sistemdir ve transfer
fonksiyon matrisi,

D, D C
P(s){D1 DZHCI}@I—AYI[BI B,]

yl y2 y
| 5)
olarak yazilabilir. Ifadelerdeki matrisler uygun
boyutlu matrislerdir.
Kapali ¢evrim kontrol sisteminin transfer fonksiyon
matrisi ise;

T,,(s)=D4+C,G6I-A,) 'By

Burada, Ag, Bk, Cx ve Dy kontrolor parametreleri
olmak tizere

A+B,DyC, B,Cy
°1={ Bk C, AK}
ol :{Bl +BiZ§yKDy } (6)
Cq =|c, +DDC, D]
D, =D, DD,

dir. [9,11]

Optimal kontrolda.H, -norm kisitlamasi, kapali ¢evrim
kontrol sisteminin H, norm davranisimi ifade eder.
H, -norm kisitlamasi, bolgesel kutup atama kisitlamasi
vb. tasarim kisitlamalarmim LMI ’larla ifade edilmesi
miimkiindiir.

e H,-Norm Kisitlamasinin LMJI’larla
Modellenmesi:

Kapali ¢evrim sisteminin w ’den z ’ye
transfer matrisi T, 'nin H, normunun ifadesi (D,=0)
olmasi halinde

ITa],> = Trace(CyXCy M) 7)

dir.
Burada X matrisinin sagladigi Lyapunov
denklemi

ACIX + XACIT + BcchlT =0
olarak yazilir. Bdylece,
ACIX-FXAClT + BCIBCIT <0 (8)

‘m1 saglayan X>0 olan bir X matrisi varsa H,
performans esitsizligi,

Q>CyXC," igin

2 T
T,w ||2 < Trace(CyXCyq ) ©)
esitsizligini saglar. Esdeger olarak,

||TZW || 22 < Trace(Y)

*dir.
A X+ XA T + BB T
cl cl cBel < 0

Q>CyXCq' (10)
matris esitsizliklerinin  Lineer Matris Esitsizlikleri
(LMI) esdegerleri yazilirsa;

T
Ach"_)T(Acl Bcl <0
B -1

cl

(1D

Y C X
T <0
XC, X

elde edilir. Bu LMI ’lari saglayacak bir X>0 ve Y>0,



||TZW ||2 <4/ Trace(C 4 XC CIT) <4/Trace(Q) <v

(v, segilen bir sabit)
kisitlamasini garanti eder [3,9,12].

Teorem

Kapali ¢evrim kontrol sistemi parametre matrisleri;
A,Bo,Co ve D=0 olsun. Kapali ¢evrim kontrol
sisteminin w giris vektoriinden z c¢ikis vektoriine
transfer matrisi T,, olmak iizere, T,,’nin H,
normunun secilen X ve Y simetrik matrislerinin,
asagida verilen Lineer Matris Esitsizlikleri (LMI)’ nin
¢oziimleri olmasi halinde miimkiindiir [7,9].

|:ACIX+ XACIT Bcl

<0 (12)
By —1}

C X
Q Xl (13)
XC , X
4 Trace(Q) < v (14)
LMI esitsizliklerinin ¢Oziimiiniin konveks
optimizasyon problemine doniistiiriilerek

¢oziilebilirligin saglanmasi igin,
X degiskeni, X=X;X 2‘1 biciminde ¢arpanlarina

ayrilir. X; ve X, ise,

[ ROT] [0 s
2 IMT oof “ls NT

(15)
olarak tanimlanir. Burada,
R 1 T
>0 MN" =1-RS
I S

dir. M ve N tersi alinabilen reel matrislerdir.

(Q,X) degiskenlerine bagh (19), (20) LMTI’lar1, yeni
(Q,R,S) degiskenlerine bagli bir LMI’a (6)’daki
esitliklerde kullanilarak

-Q  (C,R+D,Cy) (G, +D,DgC))
* R I <0
* I S
(16)

bigiminde doniisiir.

3. H, OPTIMAL DINAMIK
KONTROLORUNUN TASARIMI

Bu problemin amaci, dinamik ¢ikis geribeslemeli
(u=K(s)y) karma H, optimal kontroloriin, asagida
belirtilen kisitlar altinda, H, norm davranig dlgiitiiniin
minimize edilmesini saglayacak sekilde
belirlenmesidir.

Matematik olarak, K(s) ’in

I=ITal,” ()

Olgiitiiniin Q ,R, S ve Ax, Bx, Cg, Dg tizerinde
asagidaki kisitlamalar altinda minimize edilerek
gerceklenmesidir. Kisitlamalar,

K1)- ”T2 ” , <V ’den kiigik olmasina iliskin H,

norm davranisi kisiti

K2) Kapali ¢evrim kontrol sisteminin gegici-hal
davranis Olgiitleri (yiizde asim, yerlesme zamani,
ylikselma zamani vb.)’ne karsi diisen kutup atama
bdlgesine iliskin kisit. [6]

K1) ve K2) ’ de verilen kisitlamalar,

ITa, =T, H2 < [Trace(Q) <v (19

olarak tanimlanir.
Tim bu kisitlamalarin LMI karsiliklar, [3,9,11,12] de
verilmigtir.

Anilan LMI sisteminin ayni amag altinda saglanmasi
icin X=X, :Xpol alimir ve LMI ’lar yeniden

diizenlenirse  optimizasyon problemi asagidaki
bigimde ifade edilir.

2._ 2 ldugund
||T2||2 = TZzWH2 < Trace(Q) oldugundan

J’nin Gst simiri,
J<J, =Trace (Q)2

olur.

Amag; J’nin {ist sinir1 olan H, norm davranis dlgiiti J;
\:
in,

I, = Trace(Q)2 (19)

asagidaki lineer matris esitsizlikleri (Linear Matrix
Inequality-LMI) kisitlar1 altinda minimize edilmesidir.
Q .R, Sve Ax, Bk, Cx, D tizerinde LMI ’lar olan
istenilen davranig Olgiitlerine ait kisitlar; sirasiyla H,
norm davranigina iligkin kisit, bolgesel kutup atamaya
iligkin kisitlar olmak {izere bunlar,

g:: g(QJR’S’AKJBK QKJDK)<0

h:==h(R,S,A,By C.Dy) <0
dir.

Burada,

R 1 T
>0 , MNT=1-RS
I S

olmak tizere, degistirilmis yeni kontrolor degiskenleri
olan Ak, By, Ck, Dk



Dy =Dy
By :=NBy +SB,Dy
Cg =CgMT +DC R

Ag =NAM" +NByC R +SB,C M’

+S(A + BzDKCy )R
(20)
olarak tanimlidir.
Asagida agik  ifadeleri verilen gh  matris

esitsizliklerinden olusan kisitlara iliskin birden fazla
farkli LMI ’y1 bir blok diyagonal 6zelligi ile bir LMI
olarak gostermek istersek,

: g 0
=bd I(g,h) = <0
m 1agonal(g, h) [0 h}

olmak tizere,

m::m(QaRasnéK’BKﬂgK’DK)<0 (21)

olur. Burada M elemanin her blok elemani bir
fonksiyon matrisidir.

Genel olarak gosterilen kisitlardaki g ve h fonksiyon
matrislerinin acik ifadelerinde *, kosegene gore
simetrigindeki ifadelerin transpozunu ifade etmek
iizere g,h;

-Q (CL,R+D,Ck) (C2+D222Kcy)
g = bdiagonal * R I ,[Trace (Q) 9]
* I S
JR T| [AR+B,C¢ A+B,D¢Cy| | RA+CyB,' A"
h =< Ajj + ] + ) - T ATq,c Tp T
s Ax SA+BC, (A+B,DyC,)" ATs+C,TBy
(22)
olur. 4. TASARIM SONUCLARI

Kontroloriin tasarim adimlari:

eg ve h LMI kisitlarini saglayan optimal Q ,R, S, Ag,
Bk, Ck, Dk degerleri bulunur.

e (22)’deki carpanlara ayirma dzelliginden elde edilen

asagidaki  ifadelerden tersi alinabilr M ve N
belirlenir.
R 1 T
>0 , MN" =I-RS
I S

e Optimal degerleri bulunan Q ,R, S, Ax, Bk, Ck, Dk
optimizasyon degigkenleri ile M, N ’den Ag, By, Ck,
Dk hesaplanir. Bu, (27)’deki denklemlerin Ak ,Bx
,Cx ,Dx icin asagidaki bigimde diizenlenmesiyle
yapilir.

Ay =N (Ag -S(A+B,DCy)R
-NByC,R-SB,C MM
By =N"(By -SB, D)
Cy =(Cg -DC,RM™
Dy =Dy
e Tasarlanan dinamik kontroloriin parametreleri

Ag,Bk,Cx,Dx  ’dan kontroloriin transfer fonksiyon
matrisi,

K(s):=Dy +Cy (ST-Ag) "By

olarak hesaplanir.

Tasarim Ornegi igin dinamik denklemleri asagida
verilen ve kaynaklar [6,7] ‘de yer alan bir sarkag
sistemi ele alinmustir.

Sarkacin lineer dinamik denklemi,
mL?6=d+ T + mgL

Basitlik acisindan motor dinamigi ihmal edilmis,
baska deyisle transfer fonksiyonu sabit bir kazang
degerinde 1 alinmistir (1 [(N-m)/V]. Boylece T=V,,
olur. Parametre degerleri; m=2.67kg,=0.613m ve
2=9.8 m/sn’. [6,7]

x; = 0(1), x, =6(t)

u(t)=V,,, y=x;
olarak almir. 6, referans giris ve d bozucu girisi genel
blok diyagramindaki w dis girig vektoriinii olusturur.
7z=x, olarak secilmistir. z ve y cikiglari, dis girigler
disinda  herhangi bir biytlikliik segilebilir. Ancak
Olciilebilen ¢ikis y i¢in referans girigte alinabilir.

Sisteme iliskin gegici-hal davramig 6lgiitleri, £>0.707
(6 >arcsin(0.707)=45 derece) ve yerlesme zamani
T<1 san. (c< 4/T=1, s=-c+jw ) olarak secilebilir. Bu
Olciitleri saglayacak en uygun bdlgesel kutup atama
bolgesi belirlenir. Bu caligmada, istenen Olgiitlere
iligkin kutup atama bdolgesi olan LMI Bolgesi, -7 ve —8
dikmeleri arasindaki bolge ile x=0 ’da 6=45 derece
acil1 konik bolge arasindaki arakesittir. [6]
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Sekil 2. Kapali ¢evrim kontrol sisteminin kutuplarinin
secilen kutup atama bolgesi i¢inde oldugunu gosteren
egri.

bozucu impuls girise iliskin yanit: d->x1

02

0.1+ r

I I I I
0 0.16 0.32 0.48 0.64 0.8

zaman(san.)

Sekil 3. Bozucu impuls girise iliskin kontrol edilen
cikis z,=x; ’yi gosteren egri. (kesik ¢izgili egri, H,
optimal kontrolor tasarimina iliskin egri, diiz ¢izgili
egri ise sadece kutup atama kisitlamasini gergekleyen
kontrolor[6] ° e iligkin egri)

5. SONUC

Bu calismada, H, norm davranist ve bolgesel kutup
atama kisitlarin1 gercekleyen H, optimal kontrolor
tasarimu ele alinmugtir. Kontrol edilen ¢ikisin, segilen
kutup atama bolgesi icin elde edilen optimal egrileri
incelendiginde, bozucu girislere karst sistemin
dayanikligmin ~ sadece kutup atama kisitlamasini
gercekleyen kontrolor[6] “tasarimindaki sisteme gore
daha iyi oldugu anlagilmistir. Bolgesel kutup atama
kisitlamasinin, se¢ilen bir LMI bdlgesi iginde kapali
cevrim kontrol sisteminin kutuplarinin atanmasiyla
gegici-hal davranis dlgiitlerinin ger¢eklenmesi yaninda
H, norm davranis kisitininda. .tasarlanan H, optimal
kontrolorle saglandigi, LMI Control Toolbox [12]
kullanilarak elde edilen sonuglarla da goriilmiistir.
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